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1. Введение 

1.1. EELS и CL 

В последние десятилетия все больший интерес вызывает изучение оптиче-

ских свойств малых объектов. Стремление к максимально возможному про-

странственно-энергетическому разрешению только оптическими методами 

ограничено дифракционным пределом, то есть не позволяет изучать объекты 

с пространственным разрешением ниже половины длины волны [1]. Этот пре-

дел можно преодолеть, используя для возбуждения быстрые электроны вместо 

света – соответствующий экспериментальный метод называется спектроско-

пией характеристических потерь энергии электронами (electron energy-loss 

spectroscopy – EELS). EELS представляет собой расширение для стандартного 

электронного микроскопа [2], в котором исследуемая частица облучается пуч-

ком релятивистских электронов с одинаковыми кинетическими энергиями, 

выбранными в диапазоне порядка 30–300 кэВ. Энергии прошедших по прямой 

траектории электронов измеряются и, зная начальные энергии, строится 

спектр потерь энергии электронами (спектр EELS). В настоящее время EELS 

позволяет экспериментально исследовать объекты с пространственным разре-

шением менее 1 нм (на длинах волн видимого диапазона и выше) и с разреше-

нием по энергии – до 0.05 эВ [3]. Под воздействием электронного пучка ча-

стица возбуждается и начинает излучать фотоны – это явление называется ка-

тодолюминесценцией 

(cathodoluminescence – CL). CL также 

позволяет получить информацию об 

оптических свойствах образца с разре-

шением, близким к EELS [4]: при за-

данном положении пучка электронов 

излучаемый свет собирается параболи-

ческим зеркалом и строится спектр CL.  

 
Рис. 1. Схема процессов в EELS/CL-

экспериментах 

eEinitial

Efinal ΔE = Einitial–EfinalEELS: 

CL: γ
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На Рис. 2 приведены примеры спектров EELS и плазмонных карт. В каче-

стве образца выступает серебряная нанопризма с длиной стороны 78 нм и тол-

щиной 10 нм. На спектрах EELS видны плазмонные пики в зависимости от 

положения луча на сечении нанопризмы. Для четырех резонансов приведены 

изображения так называемых плазмонных карт, которые визуализируют веро-

ятность потерь конкретной энергии в зависимости от положения луча на сече-

нии образца. Плазмонные карты EELS отвечают на вопрос «где на сечении 

частицы вероятность потерять эту конкретную энергию выше»: например, 

чтобы потерять энергию ~2.1 эВ, нужно направить пучок в угол призмы. 

Для интерпретации результатов эксперимента EELS/CL необходимо иметь 

теоретическое описание взаимодействия произвольных частиц с электромаг-

нитным полем быстрого электрона, и соответствующий метод компьютерного 

моделирования. Существует много методов, способных моделировать EELS: 

 
Рис. 2. Пример спектра EELS в зависимости от положения луча на сечении серебряной 
нанопризмы с длиной стороны 78 нм и толщиной 10 нм. Для четырех плазмонных пи-

ков (a, b, c, d) над спектрами приведены плазмонные карты. Взято из [5].  



 5 

аналитическая теория Лоренца-Ми для однородных шаров [5]; метод гранич-

ных элементов с дискретизацией поверхности (boundary element method – 

BEM) [6]; методы дискретизации по объему, такие как метод конечных разно-

стей во временной области (finite-difference time-domain – FDTD) [7] и метод 

дискретных диполей (discrete dipole approximation – DDA) [8,9]. Все перечис-

ленные методы поддерживают нахождение частицы в вакууме, а некоторые 

(BEM, DDA) позволяют моделировать нахождение образца в бесконечной 

среде, имеющей произвольный коэффициент преломления. 

Но в экспериментах частица чаще всего находится на плоской подложке, то 

есть вблизи границы раздела двух сред, а электронный пучок направлен пер-

пендикулярно подложке. Наличие подложки влияет на спектры EELS/CL [10] 

за счет смещения плазмонных резонансов при увеличении показателя прелом-

ления окружающей образец среды [11]. Ни один из перечисленных методов не 

позволяет моделировать такую конфигурацию. Таким образом, возможности 

моделирования не полностью поддерживают экспериментальные условия, ко-

гда частица находится на подложке; или требуют дискретизации дополнитель-

ного конечного фрагмента среды за счет дополнительных вычислительных ре-

сурсов.  

Среди перечисленных методов только реализация DDA в программе 

DDEELS [8] поддерживает наличие полубесконечной подложки под образцом, 

однако в этом случае траектория полета электрона должна быть параллельна 

этой поверхности – ситуация почти не встречающаяся в реальных эксперимен-

тах, поскольку обычно пучок электронов направлен перпендикулярно под-

ложке. Данная работа посвящена развитию теории и реализации моделирова-

ния EELS/CL в методе дискретных диполей для произвольных частиц, нахо-

дящих вблизи границы раздела двух произвольных сред, когда электрон про-

летает перпендикулярно подложке. 
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1.2. Метод дискретных диполей 

Метод дискретных диполей (DDA) является численно точным методом для 

моделирования взаимодействия электромагнитных волн с частицами произ-

вольной формы и внутренней структуры [12]. Метод основан на формули-

ровке уравнений Максвелла (УМ) в частотной области в виде объемного ин-

тегрального уравнения (ОИУ) [13,14]: 

𝐄(𝐫) = 𝐄!"#(𝐫)+ 𝑘$ lim%!→'
+ d(𝐫)[𝑚$(𝐫)) − 1]𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐄(𝐫))
ℝ"\%!	

−
𝑚$(𝐫) − 1

3
𝐄(𝐫), 

(1) 

где 𝐫 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) – радиус-вектор, неизвестная величина 𝐄(𝐫) – напряженность 

электрического поля, 𝐄!"#(𝐫) – падающее поле источника (в нашем случае 

поле релятивистского электрона), 𝑘 – волновое число, 𝑚(𝐫) – коэффициент 

преломления, и 𝐒3(𝐫, 𝐫)) выражается через тензоры Грина как 

𝐒3(𝐫, 𝐫)) = :𝐆
<(𝐫, 𝐫)) + 𝐑<(𝐫, 𝐫)),			𝑧𝑧) ≥ 0
𝐓<(𝐫, 𝐫)),																						𝑧𝑧) < 0

 (2) 

Каждый из трех тензоров Грина отвечает за взаи-

модействие источника тока с частицей: 𝐆< – в верхнем 

полупространстве, 𝐑< – с изображением частицы от 

нижнего полупространства, 𝐓< – в нижнем полупро-

странстве. В нашей постановке задачи частица полно-

стью находится над границей поверхности раздела, 

поэтому отражение от верхнего полупространства от-

сутствует. 

В DDA весь объем частицы разбивается на конеч-

ный набор элементарных кубических объемов, затем 

каждый элементарный объем заменяется точечным 

диполем. Поляризуемость каждого диполя 𝛂<- опреде-

ляется показателем преломления среды того элемен-

 
Рис. 3. Схема взаимо-
действия электрона с 

частицей через тензоры 
Грина 
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тарного объема, который этот диполь заменяет. Поляризация каждого диполя 

𝐏<- определяется суперпозицией полей – падающего и от остальных диполей, 

получается система линейных уравнений (СЛУ) [15]: 

𝛂<-./ ⋅ 𝐏<- = 𝐄-!"# +
	𝑘$

𝜀'
F𝐒3-,1 ⋅
12-

𝐏<1 . (3) 

Таким образом, решение УМ для произвольной частицы сводится к реше-

нию СЛУ. Эту задачу можно эффективно решать численно, а точность конеч-

ного решения определяется глубиной дискретизации по объему.  

Наиболее популярными реализациями DDA являются программы с откры-

тым исходным кодом DDSCAT [16] и ADDA [17]. Для решения СЛУ необхо-

димо обращать матрицу, сложность этой процедуры зависит как 𝑂(𝑁(), где 𝑁 

– суммарное число диполей. Однако, использование итерационного метода, а 

именно быстрого преобразования Фурье (Fast Fourier Transform – FFT), умень-

шает сложность вычислений до 𝑂(𝑁$) [14], что позволяет за приемлемое 

время решать СЛУ для достаточно высоких дискретизаций частицы. На пер-

сональном компьютере это дает возможность решать задачу для примерно 

1 млн диполей (займет около 1 Гб оперативной памяти), что, например, для 

шара позволяет задать достаточно большую решетку 128x128x128 диполей.  

 
Рис. 4. Визуализация дискретизации шара по объему на решетке 16х16х16 диполей.  
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2. Цель и задачи текущей работы 
Цель данной работы – моделировать спектры и плазмонные карты EELS/CL 

для произвольного образца, расположенного на полубесконечной подложке, 

используя метод дискретных диполей (DDA).  

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

1) Получить аналитические выражения для поля электрона, летящего перпен-

дикулярно границе раздела двух сред 

2) Для произвольной частицы, находящейся вблизи границы раздела двух 

сред, выразить вероятность потерь энергии электронами (EELS) через ве-

личины, либо легко вычисляемые в DDA, либо задаваемые аналитическими 

выражениями 

3) Выразить вероятность излучения фотонов (CL) 

4) Реализовать полученные выражения в открытом ПО ADDA  

5) Определить границы применимости данной теории – когда приближение 

полубесконечной подложки применимо к конечным подложкам  

6) Провести сравнение с экспериментами, получить соответствие промодели-

рованных спектров / плазмонных карт EELS и CL с экспериментами, где 

применима теория полубесконечной подложки 
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3. Теория 
Все теоретические выкладки в данной работе основаны на ОИУ в частотной 

области. В частности, напряженность электрического поля движущегося элек-

трона выражается интегралом с тензорами Грина вдоль траектории электрона. 

В работе применен подход баланса энергии [15]. 

3.1. Постановка задачи 

Условия: релятивистский электрон движется по прямой траектории вблизи 

частицы перпендикулярно границе раздела двух сред (𝜀/, 𝜀$). Потери энергии 

на взаимодействие малы, поэтому скорость считается постоянной. Такое до-

пущение обосновано тем, что в EELS/CL потери энергии составляют не более 

нескольких эВ, а кинетическая энергия электрона составляет порядка 30–

300 кэВ. 

Задача: найти вероятность вынужденных потерь энергии электроном 

(EELS) и вероятность излучения фотонов (CL). 

Такая постановка задачи – частный случай для подхода баланса энер-

гии [15].  

3.2. Подход баланса энергии 

Данная глава повторяет некоторые определения из [13,15,18]. Пусть в про-

странстве, разделенном на верхнее полупространство 𝑉345,/ (𝑧 > 0) и нижнее 

полупространство 𝑉345,$ (𝑧 < 0) с диэлектрическими проницаемостями 𝜀/ =

𝑚/
$ и 𝜀$ = 𝑚$

$ соответственно (𝑚/,$ – соответствующие коэффициенты пре-

ломления), существуют внешние источники тока плотностью 𝐉6(𝐫), не завися-

щие от электромагнитного поля. Определим поля, генерируемые этими источ-

никами, считая, что они являются гармоническими с временной зависимостью 

exp(−i𝜔𝑡).  

Частица – расположенный в пределах 𝑉345,/ объект без магнитных свойств, 

который имеет конечный объем 𝑉!"5 и комплексную изотропную диэлектриче-

скую проницаемость 𝜀7(𝐫) = 𝑚7
$(𝐫). Тогда функция диэлектрической прони-

цаемости во всем пространстве: 
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𝜀(𝐫) ≝ S
𝜀/, 𝐫 ∈ 𝑉345,/\𝑉!"5,
𝜀$,																		𝐫 ∈ 𝑉345,$,
𝑚$(𝐫)𝜀/, 𝐫 ∈ 𝑉!"5

 (4) 

где 𝑚(𝐫) – распределение коэффициента преломления в частице относи-

тельно среды: 𝑚(𝐫) ≝ 𝑚7(𝐫) 𝑚/⁄ . 

Присутствие частицы изменяет полное электромагнитное поле во всем про-

странстве, включающем 𝑉!"5 и внешний объем 𝑉345. Такое поле удовлетворяет  

объемно-интегральному уравнению (1) на электрическое поле 𝐄(𝐫) [13]: 

𝐄(𝐫) = 𝐄!"#(𝐫)+ 𝑘$ lim%!→'
+ d(𝐫)[𝑚$(𝐫)) − 1]𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐄(𝐫))
ℝ"\%!	

− 

𝑚$(𝐫) − 1
3

𝐄(𝐫), 

(5) 

где 𝑉' – шар с центром в 𝐫 для исключения сингулярности, 𝑘 = 𝜔W𝜀'𝜀/𝜇' =

𝜔𝑚/ 𝑐 = 𝑚/𝑘'⁄  – волновое число в однородной изотропной среде (𝑐 – ско-

рость света в вакууме, 𝑘' – волновое число в вакууме), 𝐒3(𝐫, 𝐫)) – сумма тензо-

ров Грина для внешней среды.   

Тензор Грина для верхнего полупространства определяется как 

𝐆<(𝐫, 𝐫)) ≝ Z�̅� +
∇⊗ ∇
𝑘$

_ 𝑔(𝐫, 𝐫)),	 (6) 

где �̅� – единичный тензор, ⊗ – тензорное произведение, и 

𝑔(𝐫, 𝐫)) ≝
exp(i𝑘|𝐫 − 𝐫)|)
4𝜋|𝐫 − 𝐫)|

. (7) 

Отраженный тензор Грина [14]: 

𝐑<(𝛒, 𝑍) =
𝑘/
4𝜋

f
𝛒⨂𝛒
𝜌$

i𝐼89 + 𝐼:9k − (�̅� − �̅�;)𝐼:9 +
𝛒⨂𝐞; − 𝐞;⨂𝛒

𝜌
𝐼8< + �̅�;𝐼;<m + 

𝐑< !=(𝛒, 𝑍),	
(8) 

где 𝛒 = (𝑥 − 𝑥), 𝑦 − 𝑦′), 𝑍 = 𝑧 + 𝑧′. 𝐼8<, 𝐼;<, 𝐼89, 𝐼:9 – безразмерные интегралы 

Зоммерфельда (определения даны в Приложении 1), 𝐑< != – отраженный тензор 

Грина в приближении метода изображений 

𝐑< !=(𝐫, 𝐫)) ≝
𝜀/ − 𝜀$
𝜀/ + 𝜀$

𝐆<(𝛒, Z)(�̅� − 2�̅�>).	 (9) 
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В нашей постановке задачи частица полностью находится в верхнем полупро-

странстве, поэтому при дискретизации ОИУ тензор 𝐓<(𝐫, 𝐫)) даст нулевой 

вклад. Однако, далее нам понадобится его приближение в методе изображений 

для вычисления поля электрона. Пусть частица имеет координату 𝐫, а источ-

ники тока (заряды) – 𝐫). Тогда вклад в поле в верхнем полупространстве от 

зарядов, находящихся в нижнем полупространстве, определяется тензором 𝐆 

взятым с коэффициентом, соответствующим методу зарядов-изображений в 

присутствии плоской границы раздела двух сред [19]: 

𝐓<!=(𝐫, 𝐫)) ≝
2𝜀/

𝜀/ + 𝜀$
𝐆<(𝐫, 𝐫)).	 (10) 

Падающее электрическое поле 𝐄!"#(𝐫) выражается через источники: 

𝐄!"#(𝐫) = i𝜔𝜇' lim%!→'
+ d(𝐫)𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐉6(𝐫))
%#\%!

− i
𝐉6(𝐫)
3𝜔𝜀/

, (11) 

где 𝑉6 – объем, занимаемый источниками, а исключение сингулярности в объ-

еме 𝑉' делает выражение применимым во всем ℝ(. В данной работе мы пред-

полагаем, что источники лежат целиком вне частицы: 𝑉6 ∩ 𝑉!"5 = ∅. 

Дополнительно определим вектор поляризации внутри частицы 

𝐏(𝐫) = 𝜀'[𝜀(𝐫) − 𝜀/]𝐄(𝐫), (12) 

тогда рассеянное поле выражается как 

𝐄6#?(𝐫) ≝ 𝐄(𝐫) − 𝐄!"#(𝐫) = 𝜔$𝜇' lim%!→'
+ d(𝐫)𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐏(𝐫))
%$%&\%!

−
𝐏(𝐫)
3𝜀/

. (13) 

Усредненный по времени поток энергии электромагнитного поля через еди-

ничную площадку выражается вектором Пойнтинга [20]: 

〈𝐒(𝐫)〉 =
1
2
Re[𝐄(𝐫) × 𝐇∗(𝐫)]. (14) 

Интегрированием 〈𝐒(𝐫)〉 через замкнутую поверхность 𝐴 получаем поток энер-

гии, поступившей или потерянной в этом объеме внутри поверхности (со-

гласно теореме Пойнтинга): 

𝑊 = {d𝐀 ⋅ 〈𝐒(𝐫)〉,
A

 (15) 
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где d𝐀 ≝ 𝐧	d$𝐫, 𝐧 – вектор нормали к поверхности, знак выбран так, чтобы 𝑊 

был положительным, когда поток энергии направлен наружу. По формуле 

Гаусса-Остроградского, интеграл по поверхности сведем к интегралу по объ-

ему и получим 

𝑊 = −
𝜔
2
+ d(𝐫|𝐄(𝐫)|$ Im[𝜀(𝐫)]
%'

−
1
2
+ d(𝐫	Re[𝐄(𝐫) ∙ 𝐉6∗(𝐫)]
%'

. (16) 

Применяя Ур. (16) для 𝑉6 и 𝐄6#?, мы получаем вынужденную мощность по-

терь 𝑊3"B за счет присутствия частицы, а часть интеграла по 𝑉!"5 сводится к 

мощности экстинкции (стандартная величина в задачах рассеяния) [15]: 

𝑊3"B ≝ −
1
2
+ d(𝐫	Re[𝐄6#?(𝐫) ⋅ 𝐉6∗(𝐫)]
%#

= −
𝜔$𝜇'
2

+ d(𝐫
%#

+ d(𝐫)Re[𝐉6∗(𝐫) ⋅ 𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐏(𝐫))]
%$%&

, 
(17) 

𝑊345 ≝ −
𝜔
2
+ d(𝐫	Im[𝐄!"#(𝐫) ⋅ 𝐏∗(𝐫)]
%$%&

= −
𝜔$𝜇'
2

+ d(𝐫
%$%&

+ d(𝐫)Re[𝐏∗(𝐫) ⋅ 𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐉6(𝐫))]
%#

. 
(18) 

Схематично эти потоки энергии (вместе с другими величинами) представ-

лены на Рис. 5. В данной работе источником выступает движущийся электрон, 

для которого 𝑉6 представляет собой бесконечную прямую.  
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Рис. 5. Визуализация потоков энергии в подходе баланса энергии. Взято из [15]. 

Отметим, что в задачах рассеяния плоских волн широко используются сече-

ния 𝐶 (экстинкции, поглощения, рассеяния), которые связаны с соответствую-

щими мощностями 𝑊 через интенсивность падающей волны 𝐼' [21]: 

𝐶C =
𝑊C

𝐼'
, 𝐼' ≝ 𝑚/

) 𝜀'𝑐
2
𝐸'$, (19) 

где 𝑋 – любой из индексов на Рис. 5, 𝑚/
)  – действительная часть 𝑚/, а 𝐸' – 

амплитуда падающей волны. Последняя имеет понятный физический смысл 

для плоских волн и, с некоторой натяжкой, для других, например, гауссовых 

пучков, но не для поля электрона, как в данной работе. Тем не менее, исполь-

зование любой константы вместо 𝐸', например, 1 в соответствующей системе 

единиц, позволяет обобщенно определить любые сечения и для этого случая. 

Основным плюсом использования сечений является то, что они имеют размер-

ность площади и поэтому тривиально преобразуются между любыми систе-

мами единиц. 

3.3. Потери энергии негармоническими источниками 

В подходе баланса энергии выражения для мощностей получены для случая 

гармонических полей. Поля с произвольной по времени зависимостью можно 
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представить в виде разложения по гармоникам, механизмом для такого разло-

жения является преобразование Фурье [Ур. (63) из Приложения 2]. При этом 

важно отметить, что в качестве 𝐄(𝐫) и 𝐇(𝐫) используются амплитуды полей на 

единицу частоты, т.е. их размерности – В ⋅ с м⁄  и А ⋅ с м⁄  соответственно – от-

личаются на множитель секунды от того, что принято при рассмотрении за-

дачи полностью в частотной области. В результате, размерность мощности в 

спектральной области 𝑊 является Вт ⋅ c$ = Дж ⋅ c. 

Нам нужно найти полные потери энергии. Для этого вернемся во временную 

область и повторим переход в частотную область согласно 1.7.5 из [22]. Если 

𝐄(𝐫, 𝑡) и 𝐇(𝐫, 𝑡) – напряженности электрического и магнитного полей соответ-

ственно, тогда вектор Пойнтинга определяется как 

𝐒(𝐫, 𝑡) ≝ 𝐄(𝐫, 𝑡) × 𝐇(𝐫, 𝑡), (20) 

и полная энергия, пришедшая или потерянная в объеме внутри замкнутой по-

верхности 𝐴, составит 

∆𝐸 = + d𝑡{d𝐀 ⋅ 𝐒(𝐫, 𝑡)
A

D

.D
. (21) 

Поменяем порядок интегрирования и воспользуемся Ур. (65) из Приложе-

ния 2, чтобы перейти в частотную область: 

∆𝐸 = { d𝐀 ⋅ + d𝑡[𝐄(𝐫, 𝑡) × 𝐇(𝐫, 𝑡)]
D

.DA

=
2
𝜋
+ d𝜔{ d𝐀 ⋅ 	

1
2
Re[𝐄(𝐫) × 𝐇∗(𝐫)]

A

D

'
=
2
𝜋
+ d𝜔	𝑊,
D

'
 

(22) 

где 𝑊 – это мощность для гармонического поля из Ур. (15), выраженная через 

усредненный по времени вектор Пойнтинга 〈𝐒(𝐫)〉 [Ур. (14)] в подходе баланса 

энергии. Ур. (22) представляет собой универсальный способ перевода мощно-

стей, рассчитанных в частотной области (для гармонических полей) в полные 

потери (или передачи) энергии в результате конечных по времени процессов, 

таких как пролет электрона. 
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3.4. Вынужденные потери энергии электроном 

Чтобы выразить вынужденные потери энергии электроном, возьмем 

Ур. (17) и преобразуем его, подразумевая самый общий случай произвольной 

среды (𝜀/,$ ∈ ℂ). Воспользуемся общим свойством транспонирования тензора 

∀𝐚, 𝐛:	𝐚 ⋅ 𝐀< ⋅ 𝐛 = 𝐛 ⋅ 𝐀<E ⋅ 𝐚, (23) 

симметрией тензора Грина 𝐒3(𝐫, 𝐫)) = [𝐒3(𝐫), 𝐫)]E (верной для любых обратимых 

материалов) и поменяем местами порядок интегрирования: 

𝑊3"B = −
𝜔$𝜇'
2

+ d(𝐫
%$%&

+ d(𝐫)	Re[𝐏(𝐫) ⋅ 𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐉6∗(𝐫))]
%#

= −
𝜔
2
+ d(𝐫	Im[𝐄?(𝐫) ⋅ 𝐏(𝐫)]
%$%&

, 
(24) 

где мы ввели вспомогательное поле, равное падающему полю для сопряжен-

ных источников: 

𝐄?(𝐫) ≝ i𝜔𝜇' lim%!→'
+ d(𝐫)𝐒3(𝐫, 𝐫)) ⋅ 𝐉6∗(𝐫))
%#\%!

− i
𝐉6∗(𝐫)
3𝜔𝜀/

. (25) 

Особенность выражения (24) состоит в том, что интегрирование ведется по 

объему частицы (который мы дискретизуем в DDA), поле 𝐄?(𝐫) можно посчи-

тать аналитически, а величина 𝐏(𝐫) эффективно вычисляется в DDA. При этом 

выражение (10), в котором метод изображений используется вместе с полным 

(не статическим) тензором Грина, строго говоря, не является обратимым, так 

как в аналогичном выражении для переставленных 𝐫 и 𝐫) входит тензор Грина 

внутри второй среды (с волновым вектором 𝑚$𝑘'). Однако, выше мы исполь-

зуем обратимость полного тензора 𝐓<(𝐫, 𝐫)), которая всегда имеет место быть 

(в том числе в пределе малых расстояний), и только потом заменяем его на 

приближение 𝐓<!=(𝐫, 𝐫)). Таким образом, приближенные выражения сохраняют 

обратимость даже там, где точность самих приближений не очень хороша. 

3.5. Вероятность потерь энергии электроном (EELS) 

Для построения спектра EELS необходимо найти функцию, описывающую 

вероятность потери энергии электроном. Для этого выразим вынужденные по-

тери энергии одним электроном, применив Ур. (22) к 𝑊3"B из Ур. (24). Мы не 
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рассматриваем собственные потери энергии электроном (то есть, случай, ко-

гда 𝑊' ≠ 0, если среда поглощающая или черенковская), только вынужденные 

потери за счет взаимодействия с частицей. Для одного электрона средняя энер-

гия вынужденных потерь будет: 

∆𝐸3"B =
2
𝜋
+ d𝜔𝑊3"B

D

'
≝ + d(ℏ𝜔)𝑃FFGH(ℏ𝜔)ℏ𝜔,

D

'
 (26) 

где последнее равенство определяет функцию плотности вероятности случай-

ной величины ℏ𝜔, чтобы ∆𝐸3"B было мат. ожиданием данной величины. Под-

становкой Ур. (24) получаем 

𝑃FFGH(ℏ𝜔) =
2
𝜋
𝑊3"B

ℏ$𝜔
=
𝑚/
) 𝜀'𝐸'$

𝜋ℏ$𝑘'
𝐶3"B, (27) 

где мы определили сечение вынужденных потерь как 

𝐶3"B ≝ −
𝑘'

𝑚/
) 𝜀'𝐸'$

+ d(𝐫)Im[𝐄?(𝐫)) ⋅ 𝐏(𝐫))]
%$%&

. (28) 

3.6. Вероятность катодолюминесценции (CL) 

Собственные потери энергии электроном мы не рассматриваем, а также пре-

небрегаем поглощением средой рассеянного поля от частицы (включаем эти 

потери в вероятность CL). Тогда катодолюминесценция будет определяться 

энергией, потерянной электроном, минус та энергия, которую поглотила ча-

стица:  

∆𝐸 = ∆𝐸3"B − ∆𝐸?I6 =
2
𝜋
+ d𝜔(𝑊3"B −𝑊?I6)
D

'
= + d(ℏ𝜔)𝑃JG(ℏ𝜔)ℏ𝜔,

D

'
 (29) 

где по аналогии с 𝑃FFGH мы ввели вероятность излучения фотонов (CL): 

𝑃JG(ℏ𝜔) ≝
2
𝜋
𝑊3"B −𝑊?I6

ℏ$𝜔
=
𝑚/
) 𝜀'𝐸'$

𝜋ℏ$𝑘'
(𝐶3"B − 𝐶?I6) 

=
𝑚/
) 𝜀'𝐸'$

𝜋ℏ$𝑘'
(𝐶3"B − 𝐶345 + 𝐶6#?). 

(30) 

Последнее равенство предотвращает потерю точности, когда 𝐶3"B и 𝐶?I6 сов-

падают в нескольких знаках после запятой, что часто бывает в случае метал-

лических наночастиц.  
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3.7. Поле релятивистского электрона 

Для решения ОИУ в коде DDA необходимо аналитически задать падающее 

поле 𝐄!"#. Представим релятивистский электрон как точечный заряд 𝑞, движу-

щийся со скоростью 𝜐 в противоположном направлении оси 𝑧 (перпендику-

лярно границе раздела). Пусть в момент времени 𝑡 = 0 заряд находится в точке 

с координатами (𝑥', 𝑦', 𝑧').Тогда плотность тока, создаваемого таким заря-

дом: 

𝐉6(𝐫, 𝑡) = −𝑞𝜐𝛿(𝑥 − 𝑥')𝛿(𝑦 − 𝑦')𝛿(𝑧 − 𝑧' + 𝜐𝑡)𝐞;, (31) 

где 𝐞; – единичный вектор вдоль оси 𝑧. Применив преобразования Фурье 

(определенное согласно Ур. (63) из Приложение 2), получим выражение для 

плотности тока в частотной области 

𝐉6(𝐫) = 𝑞𝛿(𝑥 − 𝑥')𝛿(𝑦 − 𝑦') exp �−i
𝜔
𝜐
(𝑧 − 𝑧')� 𝐞;. (32) 

При этом сразу отметим, что 𝐉6∗(𝐫) получается из 𝐉6(𝐫) обращением знака 𝜐 или 

всех координат 𝑧. 

Чтобы найти падающее поле 𝐄!"#(𝐫), подставим Ур. (32) в Ур. (11). Для вы-

числения поля мы будем использовать приближение метода изображений с ис-

пользованием соответствующих тензоров Грина 𝐑< != и 𝐓<!=. Такое приближе-

ние оправдано малым размером частиц, которые используются в эксперимен-

тах, и тем, что наибольшие нормы тензоров 𝐑< и 𝐓< достигаются при 𝐫 и 𝐫) близ-

ких к поверхности и к друг другу, и именно для таких 𝐫 и 𝐫) метод изображе-

ний точен. Иными словами, 𝐑< != и 𝐓<!= имеют порядок 𝑅.( (где 𝑅 = W𝜌$ + 𝑍$ 

или |𝐫 − 𝐫)|, соответственно), а поправки, связанные с интегралами 

Зоммерфельда, только 𝑅./. Отметим, что решение ОИУ в коде DDA осуществ-

ляется с вычислением полных тензоров Грина (включая интегралы 

Зоммерфельда), а наши многочисленные моделирования показали, что от до-

бавления поправок к падающему полю изменяется только абсолютная ампли-

туда плазмонных пиков, но не их расположение на спектре.  

Разобьем вычисление поля на отдельные вклады трех тензоров Грина: 
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𝐄!"#K (𝐫) = i𝜔𝜇' Z�̅� +
∇⨂∇
𝑘$

_ ⋅ + d(𝐫)𝑔(𝐫, 𝐫))𝐉6(𝐫))
D

'
, 

𝐄!"#L (𝐫) = i𝜔𝜇'
𝜀/ − 𝜀$
𝜀/ + 𝜀$

Z�̅� +
∇⨂∇
𝑘$

_ (�̅� − 2�̅�>) ⋅ + d(𝐫)𝑔(𝛒, Z)𝐉6(𝐫))
D

'
, 

𝐄!"#M (𝐫) = i𝜔𝜇'
2𝜀/

𝜀/ + 𝜀$
Z�̅� +

∇⨂∇
𝑘$

_ ⋅ + d(𝐫)𝑔(𝐫, 𝐫))𝐉6(𝐫))
'

.D
, 

(33) 

где перемена порядка интегрирования и дифференцирования в (11) уничто-

жает второе слагаемое, а в оставшихся интегралах нам нужна только 𝑧-компо-

нента тока 𝐉6 (остальные равны нулю). Посчитаем эти интегралы отдельно, 

обозначив их за 𝐼K, 𝐼L, 𝐼M соответственно. 

𝐼K = + d(𝐫)𝑔(𝐫, 𝐫))𝐽6,;(𝐫))
D

'
 

= + d(𝐫)
exp(i𝑘|𝐫 − 𝐫)|)
4𝜋|𝐫 − 𝐫)|

𝑞𝛿(𝑥) − 𝑥')𝛿(𝑦) − 𝑦') exp �−i
𝜔
𝜐
(𝑧) − 𝑧')�

D

'
 

=
𝑞
4𝜋

exp �−i
𝜔
𝜐
(𝑧 − 𝑧')�+ d�̃�

exp �i𝑘√𝑏$ + �̃�$ − i𝜔𝜐 �̃��

√𝑏$ + �̃�$
,

D

.;
 

(34) 

где мы ввели обозначения 𝑏 ≝ W(𝑥 − 𝑥')$ + (𝑦 − 𝑦')$ и �̃� ≝ 𝑧) − 𝑧. Введем 

также следующие обозначения: 

𝛽/ ≝
𝜐
𝑐
𝑚/, 𝛾/ ≝  

1
1 − 𝛽/$

, 𝑘5 ≝
𝜔
𝛾/𝜐

, 

coth𝑤 = 𝛽/ ⇒ cosh𝑤 = −i𝛾/𝛽/, sinh𝑤 = −i𝛾/, 

sinh 𝑡 ≝
�̃�
𝑏
, sinh 𝑢 ≝

𝑧
𝑏
. 

(35) 

При этом мы используем ветвь arcoth, непрерывно продолженную от 𝛽/ > 1 

в верхней полуплоскости вокруг 𝛽/ = 1, что соответствует пассивной среде с 

0 ≤ arg𝑚/ < 𝜋 2⁄ . Иными словами,  

𝑤 ≝ −
1
2
ln
𝛽/ − 1
𝛽/ + 1

. (36) 
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Тогда для 𝛽/ < 1 (включая случай 𝑚/ = 1) выполняется arcoth 𝛽/ =

artanh 𝛽/ − i𝜋 2⁄  и Im𝑤 = −𝜋 2⁄ . А для любой пассивной среды −𝜋 2⁄ ≤

Im𝑤 ≤ 0. 

Тогда оставшийся интеграл 

+ d�̃�
exp �i𝑘√𝑏$ + �̃�$ − i𝜔𝜐 �̃��

√𝑏$ + z®$

D

.;
= + d𝑡 exp[−𝑘5𝑏 cosh(𝑡 − 𝑤)]

D

.N

= + d𝑡 exp[−𝑘5𝑏 cosh 𝑡]
D.! O=P

.N.P
= 𝐾'(𝑘5𝑏, −𝑢 − 𝑤), 

(37) 

где 𝐾'(𝜁, 𝜂) – неполная модифицированная функция Бесселя второго рода [23] 

(обобщение полной функции 𝐾'(𝜁)): 

𝐾Q(𝜁, 𝜂) ≝ 𝐾Q(𝜁) − 𝐽(𝜁, 𝜈, 𝜂), (38) 

𝐽(𝜁, 𝜈, 𝜂) ≝ + d𝑡 exp(−𝜁 cosh 𝑡) cosh(𝜈𝑡)
R

'
. (39) 

При этом, интегральное представление 𝐾Q(𝜁, 𝜂), которое мы использовали в 

последнем равенстве в Ур. (37), требует в общем случае |arg 𝑘5 − Im𝑤| < 𝜋 2⁄  

(Ур. 5.2 в [23]). В то время как для любой пассивной среды: 

arg 𝑘5 − Im𝑤 = arg
1
𝛾/
− arg 

𝛽/ − 1
𝛽/ + 1

= arg(𝛽/ − 1) −
𝜋
2
∈ �−

𝜋
2
,
𝜋
2
�. (40) 

В частности, последнее выражение равно −𝜋 2⁄  и 𝜋 2⁄  для 𝛽/ < 1 и 𝛽/ > 1 

соответственно. Эти случаи соответствует осциллирующей (а не затухающей 

экспоненте) в исходном интеграле по �̃�. Тем не менее, для 𝜈 = 0 интегральное 

представление работает и для крайних случаев, так как интеграл остаётся схо-

дящимся и можно использовать непрерывность (аналитическое продолжение). 

Это связано с тем, что представление 

𝐾'(𝜁) = + d𝑢 exp(−𝜁 cosh 𝑢)
D

'
, (41) 

остается верным при |arg 𝜁| = 𝜋 2⁄ , что следует из интегрального представле-

ния функций Бесселя первого и второго рода (Ур. 10.9.9 из [24]) с дальнейшим 

преобразованием к 𝐾' (Ур. 10.27.8 из [24]). Более подробно это обсуждается в 
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[25]. Несмотря на вышеописанные тонкости, определение (38) работает для 

любых аргументов, поскольку 𝐽(𝜁, 𝜈, 𝜂) – это конечный интеграл. 

Сразу отметим некоторые свойства функции 𝐾Q(𝜁, 𝜂), которые понадо-

бятся дальше [23]: 

𝐾Q(𝜁, 0) = 𝐾Q(𝜁), 𝐾Q(𝜁, 𝜂) + 𝐾Q(𝜁, −𝜂) = 2𝐾Q(𝜁), (42) 

𝜕
𝜕𝜁
𝐾'(𝜁, 𝜂) = −𝐾/(𝜁, 𝜂),

𝜕
𝜕𝜂
𝐾'(𝜁, 𝜂) = −exp(−𝜁 cosh 𝜂), (43) 

𝐾Q∗(𝜁, 𝜂) = 𝐾Q(𝜁∗, 𝜂∗). (44) 

После подстановки Ур. (37) в Ур. (34), используя Ур. (42), получаем 

𝐼K =
𝑞
4𝜋

exp ´i
𝜔
𝜐
𝑧'µ ´2𝐾'(𝑘5𝑏) exp ´−i

𝜔
𝜐
𝑧µ − 𝐾'Sµ, (45) 

где мы ввели сокращение: 

𝐾T± 	≝ exp ´∓i
𝜔
𝜐
𝑧µ𝐾T(𝑘5𝑏, 𝑢 ± 𝑤), (46) 

Используя замену �̃� ≝ 𝑧 + 𝑧′, аналогично вычислим 

𝐼L = + d(𝐫)𝑔(𝛒, Z)𝐽6,;(𝐫))
D

'
=

𝑞
4𝜋

exp ´i
𝜔
𝜐
𝑧'µ𝐾'.. (47) 

И, используя замену �̃� ≝ 𝑧 − 𝑧′, аналогично вычислим 

𝐼M = + d(𝐫)𝑔(𝐫, 𝐫))𝐽6,;(𝐫))
'

.D
=

𝑞
4𝜋

exp ´i
𝜔
𝜐
𝑧'µ𝐾'S, (48) 

Далее необходимо продифференцировать полученные выражения для ин-

тегралов 𝐼K, 𝐼L, 𝐼M. Используя Ур. (44) и 

𝜕𝑢
𝜕𝑧

=
1
�̃�
,

𝜕𝑢
𝜕𝑏

= −
𝑧
�̃�𝑏
, exp[−𝑘5𝑏 cosh(𝑢 ± 𝑤)] = exp ´i𝑘�̃� ± i

𝜔
𝜐
𝑧µ, (49) 

где �̃� ≝ √𝑏$ + 𝑧$ – расстояние от 𝐫 до точки входа электрона в подложку, 

легко получить 

𝜕𝐾'
±

𝜕𝑧
= ∓i

𝜔
𝜐
𝐾'
± −

1
�̃�
exp(i𝑘�̃�), 

𝜕
𝜕𝑏
𝐾'
± = −𝑘5𝐾/

± +
𝑧
�̃�𝑏
exp(i𝑘�̃�), 

𝜕𝐾'
±

𝜕𝑥
=
𝑥 − 𝑥'
𝑏

𝜕𝐾'
±

𝜕𝑏
,

𝜕
𝜕𝑦
𝐾'
± =

𝑦 − 𝑦'
𝑏

𝜕𝐾'
±

𝜕𝑏
, 

(50) 
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что также следует из исходного вида интеграла в Ур. (37). Аналогично полу-

чаем вторые производные: 

𝜕$𝐾'
±

𝜕𝑧$
= −

𝜔2

𝜐2
𝐾'
± + exp(i𝑘�̃�) �

𝑧
�̃�(
(1 − i𝑘�̃�) ± i

𝜔
𝜐�̃�
�, 

𝜕$𝐾'
±

𝜕𝑧𝜕𝑏
= ±i𝑘5

𝜔
𝜐
𝐾/
± + exp(i𝑘�̃�) Z

𝑏
�̃�(
(1 − i𝑘�̃�) ∓ i

𝜔
𝜐
𝑧
�̃�𝑏
_. 

(51) 

Итоговые выражения для поля получаются сложением всех компонент в 

Ур. (33): 

𝐄!"#(𝐫) = i𝜔𝜇' Z𝐞; +
∇
𝑘$

𝜕
𝜕𝑧
_ Z𝐼K −

𝜀/ − 𝜀$
𝜀/ + 𝜀$

𝐼L +
2𝜀/

𝜀/ + 𝜀$
𝐼M_ 

=
i𝜔𝜇'𝑞
4𝜋

exp ´i
𝜔
𝜐
𝑧'µ Z𝐞; +

∇
𝑘$

𝜕
𝜕𝑧
_ f2𝐾'(𝑘5𝑏) exp ´−i

𝜔
𝜐
𝑧µ

+
𝜀/ − 𝜀$
𝜀/ + 𝜀$

(𝐾'S − 𝐾'.)m = 𝐄!"#=3V(𝐫) + 𝐄!"#6WI(𝐫), 

(52) 

где мы выделили известный ответ для однородной верхней среды 𝐄!"#=3V(𝐫) [26] 

(с учетом направления движения электрона) и поправку, вызванную наличием 

подложки 𝐄!"#6WI(𝐫): 

𝐄!"#=3V(𝐫) = −
𝑞𝜔𝜇'
2𝜋𝛽/$𝛾/

exp �−i
𝜔
𝜐
(𝑧 − 𝑧')�

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑥 − 𝑥'
𝑏

𝐾/(𝑘5𝑏)
𝑦 − 𝑦'
𝑏

𝐾/(𝑘5𝑏)

i
𝛾/
𝐾'(𝑘5𝑏) ⎠

⎟
⎟
⎞
, (53) 

𝐄!"#6WI(𝐫)

= −
𝑞𝜔𝜇'
4𝜋𝛽/$𝛾/

𝜀/ − 𝜀$
𝜀/ + 𝜀$

exp ´i
𝜔
𝜐
𝑧'µ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑥 − 𝑥'
𝑏

f𝐾/S + 𝐾/. −
2𝑧
𝑘5𝑏�̃�

exp(i𝑘�̃�)m

𝑦 − 𝑦'
𝑏

f𝐾/S + 𝐾/. −
2𝑧
𝑘5𝑏�̃�

exp(i𝑘�̃�)m

i
𝛾/
(𝐾'S − 𝐾'.) +

2
𝑘5�̃�

exp(i𝑘�̃�) ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞
. 

(54) 

Используя асимптотику неполных функций Бесселя, можно показать, что 

lim
;→D

𝐄!"#6WI(𝐫) = 0, (55) 

как и должно быть из физических соображений. 



 22 

Вспомогательное поле 𝐄?(𝐫) [Ур. (25)] вычисляется аналогично. В част-

ности, в интегралах Ур. (45), (47), (48) сопряжение тока приводит к обраще-

нию знака 𝑤 и аргументов экспонент пропорциональных 𝑧 и 𝑧', что приводит 

к перемене 𝐾'S и 𝐾'.. Тогда вклад однородной среды 𝐄?=3V(𝐫) получается такой 

же, как поле электрона, летящего вверх [26], а вклад подложки 𝐄?6WI(𝐫) – такой 

же, но с изменением общего знака и фазового множителя, связанного с 𝑧': 

𝐄?=3V(𝐫) =
𝑞𝜔𝜇'
2𝜋𝛽/$𝛾/

exp �i
𝜔
𝜐
(𝑧 − 𝑧')�

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑥
𝑏
𝐾/(𝑘5𝑏)

𝑦
𝑏
𝐾/(𝑘5𝑏)

−
i
𝛾/
𝐾'(𝑘5𝑏)⎠

⎟
⎟
⎞

= exp �2i
𝜔
𝜐
(𝑧 − 𝑧')� ¿

−𝐸!"#,X=3V(𝐫)
−𝐸!"#,Y=3V(𝐫)

𝐸!"#,;=3V(𝐫)
À, 

(56) 

𝐄?6WI(𝐫) = −exp ´−2i
𝜔
𝜐
𝑧'µ 𝐄!"#6WI(𝐫). (57) 

В случае непоглощающей однородной внешней среды с 𝛽/ < 1 известно, 

что 𝐄?(𝐫) = −𝐄!"#∗ (𝐫) [27], что приводит к 𝑊3"B = 𝑊345 [Ур. (18), (24)]. В 

нашем случае, мы очевидно также имеем 𝐄?=3V(𝐫) = −𝐄!"#=3V∗(𝐫). Однако, ана-

логичное равенство для вклада подложки (эквивалентное вещественности по-

следнего вектора в Ур. (54)) выполняется, когда нижняя среда тоже непогло-

щающая (Im𝑚$ = 0), но лишь для малых расстояний (𝑘5𝑏 ≪ 1, 𝜔𝑧 𝑣⁄ ≪ 1, 

𝑘�̃� ≪ 1). Для бóльших расстояний, метод изображений, использованный для 

вывода 𝐄!"#6WI(𝐫), перестает быть точным и становится существенным переход-

ное излучение [28] из точки пересечения поверхности электронами – оно свя-

зано со слагаемыми, пропорциональными exp(i𝑘�̃�) в Ур. (57). То есть возни-

кают ненулевые собственные потери электрона, и разница между 𝑊3"B и 𝑊345 

связана с интерференцией этого переходного излучения с полем, рассеянным 

частицей, в дальней зоне [25]. При этом, как обсуждалось ранее, даже если для 

части наночастицы метод изображений неточен для отдаленной области, он 
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хорошо описывает падающее поле там, где оно максимально. Поэтому, мы мо-

жем ожидать 𝑊3"B ≈ 𝑊345 для многих практических приложений с непогло-

щающими верхней средой и подложкой. 
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4. Моделирование 

4.1. Реализация в коде ADDA 

Для моделирования было доработано ПО с открытым исходным кодом 

ADDA [17], разработка ведется в отдельной ветке [29]. В код была добавлена 

возможность генерировать поле релятивистского электрона в соответствие с 

выражениями (52)–(54): пользователь задает кинетическую энергию элек-

трона в кэВ и координаты (𝑥', 𝑦', 𝑧') в лабораторной системе отсчета. 

Для вычисления полной функции Бесселя 𝐾Q(ζ) была подключена библио-

тека [30], использующая алгоритмы из [31]. Всестороннего тестирования точ-

ности вычисления функций Бесселя данной библиотекой не проводилось, но 

было проведено сравнение для различных значений аргумента из области ха-

рактерных значений. Значения сравнивались с ПО Wolfram Mathematica, во 

всех случаях было получено соответствие в 14-16 знаков после запятой. 

Неполные функции Бесселя 𝐾Q(ζ, 𝜂) вычислялись через функцию 𝐽(ζ, 𝜈, 𝜂) 

[Ур. (38), (39)], для которой была написана реализация алгоритма из [23] для 

малого аргумента (ζ → 0): 

𝐽(ζ, 𝜈, 𝜂) =
Z→'

F(−
1
2
ζ)[ F

sinh(𝜈 + 𝑛 − 2𝑚)𝜂
𝑚! (𝑛 − 𝑚)! (𝜈 + 𝑛 − 2𝑚)

[

\]'

D

[]'

. (58) 

Вычисление производится с контролируемой точностью, суммирование по 𝑛 

продолжается пока не будет достигнута разница в 8 порядков между началь-

ным и конечным слагаемыми ряда. На практике это означает необходимость 

провести суммирование по 𝑛 от 0 до нескольких десятков слагаемых, но в 

большинстве случаев хватает около 10 слагаемых. Таким образом, время на 

вычисление неполных функций Бесселя при генерации падающего поля пре-

небрежительно мало, поскольку оно много меньше времени на решение СЛУ. 

Несмотря на применимость разложения (58) только для малых аргументов, мы 

выяснили, что оно применимо и к большим аргументам |ζ| < 30. На |ζ| ≈ 32 

этот ряд уже перестает сходиться. Характерные же значения аргумента в 
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нашей задаче могут достигать |ζ| ∼ 100, поэтому также была написана реали-

зация алгоритма из [32] для большого аргумента (ζ → ∞): 

𝐽(ζ, 𝜈, 𝜂) =
Z→D

𝐾Q(ζ) − 𝑒.Z#^6BRF
𝑏_(𝜈, 𝜂)
ζ_S/

_]'

, 

𝑏'(𝜈, 𝜂) =
cosh 𝜈𝜂
sinh 𝜂

, 

𝑏/(𝜈, 𝜂) =
𝜈 sinh 𝜈𝜂 − cosh 𝜈𝜂 coth 𝜂

sinh$ 𝜂
, 

𝑏$(𝜈, 𝜂) =
(𝜈$ + 2 + 3 sinh.$ 𝜂) cosh 𝜈𝜂 − 3𝜈 sinh 𝜈𝜂 coth 𝜂

2sinh( 𝜂
. 

(59) 

В данной реализации достаточно первых трех слагаемых, чтобы получить точ-

ность в несколько знаков после запятой уже при |ζ| > 10. Поэтому в коде по-

ставлено условие, что при |ζ| < 20 вычисление производится выражением для 

малого аргумента, а при |ζ| ≥ 20 – выражением для большого аргумента. Ко-

нечный результат вычисления падающего поля сравнивался с Wolfram Mathe-

matica (где неполные функции Бесселя вычисляются прямым численным ин-

тегрированием), было получено совпадение порядка 8 знаков после запятой. 

При вызове программы ADDA пользователь задает частицу, для которой 

нужно провести расчеты, и ее параметры, включая показатель преломления 

𝑚7 (для неоднородной частицы будет несколько показателей преломления, 

вплоть до различных в каждом элементарном объеме), а также длину волны 𝜆, 

соответствующую нужному значению ℏ𝜔. Размеры частицы и длина волны 

задаются в нанометрах. Показатели преломления частицы 𝑚7 (или его распре-

деление внутри частицы) и подложки 𝑚$ зависят от длины волны 𝜆, соответ-

ствующей желаемым потерям энергии ℏ𝜔. Один запуск ADDA выполняет мо-

делирование для одного набора параметров (𝜆, положение луча и т. Д.). Для 

моделирования спектра потерь или сканирования пучком сечения частицы 

необходимо многократно запускать ADDA, меняя нужные параметры. Напри-
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мер, для моделирования спектров EELS и CL необходимо варьировать 𝜆 и со-

ответствующие ей 𝑚7,	𝑚/, 𝑚$. Мы разработали python-библиотеку под назва-

нием ADDAwrapper для автоматизации этих процессов. 

Для выполнения моделирований достаточно заполнить один из файлов-при-

меров необходимыми параметрами частицы, луча и др. и передать эти пара-

метры нужным функциям из библиотеки ADDAwrapper для выполнения соот-

ветствующего набора моделирований (спектр, сканирование плазмонной 

карты, и т. д.), сбора выходных данных и построения графиков по полученным 

результатам. Поддерживается многопоточность для одновременного запуска 

нескольких независимых процессов ADDA на разных процессорных ядрах. В 

этом случае достигается ускорение, кратное количеству физических ядер про-

цессора, без каких-либо усилий со стороны пользователя. ADDAwrapper рас-

пространяется с кодом ADDA в папке /misc/ADDAwrapper и содержит таб-

лицы с коэффициентами преломления для различных материалов (пользова-

тель может добавить свои). Сами примеры с предзаполненными параметрами 

моделирования лежат в папке /examples/. Модифицированный код ADDA, 

включая ADDAwrapper, в настоящее время доступен в отдельном форке на  

GitHub [29], в дальнейшем будет добавлен в официальный релиз ADDA. 

ADDA поддерживает различные параметры вычислений при моделирова-

нии: определение поляризуемости, итерационный метод, член взаимодействия 

и т. д. [33]. Оптимальный набор этих параметров зависит от конкретных задач 

светорассеяния. По нашему опыту, наилучшая скорость с достаточной точно-

стью для моделирования EELS и CL достигается при следующем наборе пара-

метров. Итерационный метод QMR2 работает немного быстрее, чем использу-

емый по умолчанию QMR, при той же точности. Определение поляризуемости 

и член взаимодействия, основанные на интегрировании тензора Грина («-

pol igt_so» и «-int igt_so» соответственно), дают более точные резуль-

таты, чем все другие варианты, и быстрее для частиц с более высоким отно-

шением поверхность/объем. Порог остановки (относительной невязки) итера-

ционного метода 𝜀!5 = 10.$ (вместо значения по умолчанию 10.`) с помощью 
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параметра командной строки «-eps 2» ускоряет моделирование в несколько 

раз, сохраняя достаточную точность (ошибка итерационного метода составит 

около 1%). Такой уровень точности в целом приемлем для моделирования ме-

таллических наночастиц, так как его повышение требует в первую очередь 

очень высокой дискретизации [34]. Без учета многопоточности, использова-

ние вышеуказанных параметров позволяет ADDAwrapper выполнять модели-

рование EELS и CL с помощью ADDA на порядок быстрее, чем с настройками 

кода по умолчанию. 

4.2. Возможности ADDAwrapper 

Библиотека ADDAwrapper написана в дополнение к программе ADDA как 

инструмент для автоматизации многократных моделирований, позволяющий 

кратким набором команд получить итоговую картинку для вставки в публика-

цию, написав минимум кода. Рассмотрим основные возможности ADDAwrap-

per. Самая первая функция, которая нужна для анализа плазмонных резонан-

сов – это функция spectrum; она позволяет построить спектр, то есть зави-

симость любой интегральной величины, вычисляемой ADDA (сечения экс-

тинкции, абсорбции, рассеяния, вероятности EELS/CL), от энергии в эВ, либо 

от длины волны в нм. 

На Рис. 6 приведены спектры EELS и CL для шара, промоделированные в 

ADDAwrapper, и точное решение, рассчитанное по теории Лоренца-Ми. В ва-

кууме электрон с энергией 100 кэВ пролетает на расстоянии 100 нм от центра 

серебряного шара радиусом 75 нм. Коэффициент преломления серебра взят из 

[35], использована решетка 128х128х128 диполей. Здесь и далее все спектры 

построены с шагом 0.05 эВ. 
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Промоделированные спектры близки к точному решению, а результат мо-

жет быть улучшен с увеличением дискретизации, что потребует дополнитель-

ных вычислительных ресурсов. Дискретизация шара на решетке 128х128х128 

(визуально представлена на Рис. 7, визуализация выполнена функцией geom-

etry) практически является максимально возможной для среднего персональ-

ного компьютера в 2022 году, поскольку это составляет порядка 1 миллиона 

диполей (и соответствующих линейных уравнений). Программа ADDA в этом 

случае занимает около 1 Гб оперативной памяти, что само по себе не является 

большой величиной, но решение такой системы уравнений занимает всю воз-

можную скорость работы 4-канальной оперативной памяти, что делает невоз-

можным, например, дальнейшее распараллеливание вычислений на средне-

статистическом ПК.  

 
Рис. 6. Спектры EELS и CL для шара, промоделированные с помощью теории Лоренца-

Ми и ADDA (решетка 128х128х128). Параметры задачи приведены на изображении. 
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Другой более эффективный способ улучшения точности состоит в исполь-

зовании экстраполяции Ричардсона [36]. Хотя это полуэмпирический метод, 

он был успешно использован в различных работах [34,37–39] и оказался осо-

бенно успешен применительно к наночастицам. Пользуясь указаниями из [36], 

проведем моделирования для решеток из 128, 108, 91, 76, 64, 54, 45, 38 и 32 

диполей, затем экстраполируем зависимость полученных значений к размеру 

диполя 𝑑 = 0 используя квадратичную зависимость (см. Рис. 8). Доверитель-

ный интервал в 𝑑 = 0 – это умноженное на 2 стандартное отклонение 95% 

(2𝜎). Как видно на графике, экстраполированное значение почти совпало с 

 
Рис. 7. Визуализация шара, дискретизованного на решетке 128х128х128 диполей. 
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точным решением и лежит к нему намного ближе, чем любое из проделанных 

одиночных моделирований. Все расчеты для экстраполяции и получение кар-

тинки на выходе обеспечены функцией extrapolation. 

Для того, чтобы построить с экстраполяцией весь спектр сразу, была напи-

сана функция spectrum_with_extrapolation. На Рис. 9 приведен тот 

же спектр, что на Рис. 6, только в каждой точке промоделированное значение 

рассчитано с экстраполяцией. На данном графике промоделированные значе-

ния уже почти линия в линию совпадают с точным решением.  

 
Рис. 8. Экстраполяция промоделированных в ADDA значений 𝑃!!"# на энергии 3.6 эВ. 

Параметры задачи те же, что и на Рис. 6. 
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В отличие от шара, для частиц с более сложной геометрией недостаточно 

построить один спектр, чтобы увидеть все резонансы. У таких частиц резо-

нансы, наблюдаемые при одном положении луча, могут совсем исчезать при 

другом. Для того, чтобы обнаружить все резонансы, приходится строить спек-

тры для нескольких положений луча. Чтобы это сделать и наглядно предста-

вить на графике, была написана функция spectrumline. В качестве иссле-

дуемой частицы возьмем находящуюся в вакууме медную наноантенну дли-

ной 100 нм и шириной 10 нм, геометрически представленную как цилиндр с 

 
Рис. 9. Спектры EELS и CL рассчитанные по теории Лоренца-Ми и промоделирован-

ные в ADDA (на решетке 128 с экстраполяцией). Доверительный интервал 95% обозна-
чен для всех экстраполированных значений. Параметры задачи приведены на изобра-

жении (те же, что и на Рис. 6). 
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полусферами на концах. Дискретизуем ее на решетке 100х10х10 диполей. Ко-

эффициент преломления меди взят из [40]. Визуализация такой наноантенны, 

выполненная функцией geometry, представлена на Рис. 10.  

При помощи функции spectrumline построим спектры для 15 положе-

ний электронного луча от середины наноантенны до ее конца. В результате 

получим график с 15 спектрами, на которых видно три плазмонных пика на 

энергиях 1.15, 1.8 и 2.1 эВ (Рис. 11). 

 
Рис. 11. Спектры EELS для медной наноантенны размером 100х10х10 нм, дискретизо-
ванной на решетке 100х10х10 диполей. Спектры приведены для 15 положений элек-

тронного луча от середины наноантенны до ее конца, луч двигался вдоль края частицы. 
Амплитуда приведена в произвольных единицах (п. е.). 

ч 

 
Рис. 10. Визуализация медной наноантенны размером 100х10х10 нм, дискретизованной 

на решетке 100х10х10 диполей. 
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Для всех трех резонансов построим плазмонные карты, воспользовавшись 

функцией scan (Рис. 12). Отметим, что при сканировании частицы электрон 

пролетает ровно посередине между диполями (положение электрона автома-

тически рассчитывается в ADDAwrapper), принимая, что траектория полета 

электрона лежит в бесконечно тонком цилиндре 𝑉6 ∈ 𝑉345, чтобы не наруша-

лось условие 𝑉6 ∩ 𝑉!"5 = ∅. 

4.3. Применимость теории с полубесконечной подложкой 

Вся теория, представленная в данной работе, выведена для частицы, нахо-

дящейся на полубесконечной подложке. В реальном же эксперименте под-

ложка всегда имеет конечную толщину. Поэтому необходимо определить ка-

кой толщины должна быть конечная подложка, чтобы можно было моделиро-

вать ее как полубесконечную (ширина же подложки обычно составляет 

>0.1 мм, что само по себе много больше как размеров самой частицы, так и 

длины волны).  

Для этого проведем моделирования с конечными подложками, которые дис-

кретизуем, как и саму частицу, а затем сравним, когда результаты совпадут с 

тем же для полубесконечной подложкой. В качестве частицы возьмем сереб-

ряный нанодиск диаметром 50 нм и толщиной 10 нм (Рис. 13); табличные дан-

ные для коэффициента преломления серебра используем из [40]. Дискретиза-

цию для диска возьмем на решетке 32х32х6 диполей (размер диполя – 

 
Рис. 12. Плазмонные карты EELS для наноантенны (Рис. 10) на трех резонансных энер-

гиях 1.15, 1.8 и 2.1 эВ. 
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1.5625 нм). Пусть нанодиск располагается на подложке c постоянным коэффи-

циентом преломления, равным 2 для всех длин волн. Электрон с энергией 

100 кэВ пролетает в 25 нм от центра нанодиска – у его края. 

На Рис. 14 приведены спектры для нанодиска в вакууме, на конечных под-

ложках с различной шириной и одинаковой толщиной 10 нм (равна толщине 

нанодиска), и на полубесконечной подложке. Как и ожидалось, наличие под-

ложки под частицей сдвинуло плазмонные резонансы в сторону более низких 

энергий. Однако, в случае полубесконечной подложки сдвиг на 0.1 эВ больше, 

чем для конечной подложки при любой ее ширине. Таким образом, подложка 

 
Рис. 13. a) Иллюстрация параметров задачи. b) Визуализация нанодиска, дискретизиро-
ванного на решетке 32x32x6 диполей, расположенного на 100x30 нм подложке из дипо-

лей того же размера. 
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с толщиной, равной толщине частицы, подходит для моделирования прибли-

жением полубесконечной подложки только когда допустима погрешность по-

рядка 0.1 эВ. 

 
Рис. 14. Спектры EELS (a) и CL (b) для нанодиска (см. параметры задачи на Рис. 13а) с 
различными способами задания подложки. A) Диск в вакууме. B–D) На поверхности 
конечных подложек с различными толщинами 100, 200, 400 нм, и одинаковой толщи-

ной 10 нм. E) На поверхности полубесконечной подложки. 
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Мы же стремимся обеспечить погрешность порядка экспериментальной – 

0.05 эВ. На Рис. 15 приведены спектры EELS для различных способов задания 

 
Рис. 15. Спектры EELS (a) и CL (b) для нанодиска (см. параметры задачи на Рис. 13а) с 
различными способами задания подложки. A) Диск в вакууме. B–H) На поверхности 

конечных подложек (размеры указаны в легенде) E) На поверхности полубесконечной 
подложки. 
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подложки под нанодиском. На B-H подложка промоделирована как кусок ко-

нечных размеров под частицей.  

Из спектров следует, что уже при толщине подложки 100х20 нм плазмон-

ный пик с конечной подложкой всего на 0.05 эВ отстает от случая полубеско-

нечной подложки. Однако, при более широкой подложке той же толщины – 

200х20 нм – пики попадают в одну и ту же энергию 2.1 эВ. Дальнейшее уве-

личение ширины (400х20) не меняет положение пика. Также положение пика 

не меняется от дальнейшего увеличения толщины до 30, 50 и 70 нм.  

 Спектры C–H для конечных подложек почти полностью совпадают, и по 

положению пика они совпадают со случаем полубесконечной подложки. В 

принципе, амплитуда пика должна совпасть для конечной и полубесконечной 

подложки, когда конечная подложка будет размерами много больше длины 

волны (соответствующей энергии потерь), то есть как в реальном экспери-

менте, но промоделировать такой размер не представляется возможным, по-

скольку потребуется очень много вычислительных ресурсов. Однако, другой 

причиной оставшегося расхождения может быть используемую приближение 

метода изображений для падающего поля. Тем не менее, подложки, чья тол-

щина составляет 2 и более толщины частицы, можно моделировать как полу-

бесконечные (с возможными различиями в амплитуде пика), и, таким образом, 

значительно сэкономить на вычислительных ресурсах. 

4.4. Сравнение с экспериментом EELS 

В работе [41] был проведен эксперимент EELS для золотой нанопризмы 

(длина стороны 209 нм, толщина 10 нм), расположенной на подложке Si3N4 

толщиной 30 нм; использовались электроны с энергиями 200 кэВ. Промодели-

руем эту призму в приближении полубесконечной подложки. Коэффициент 

преломления для золота возьмем из [40], коэффициент преломления для Si3N4 

будем считать постоянным и равным 2.15. Для дискретизации призмы исполь-

зуем решетку 128х148х7 диполей. 

Если бы мы моделировали эксперимент по старой теории – для частиц, 

находящихся в бесконечном однородном пространстве – нам бы пришлось 



 38 

«нарисовать» под нанопризмой подложку из диполей того же размера, кото-

рыми дискретизирована сама нанопризма (Рис. 16a). В этом случае общее ко-

личество диполей составляет 1 645 070, и запущенная с этими параметрами 

ADDA занимает 1.2 Гб оперативной памяти. 

В нашей же новой теории для полубесконечных подложек нам достаточно 

дискретизовать только саму нанопризму (Рис. 16b), а учет подложки обеспе-

чен через тензоры Грина. В этом случае общее количество диполей составляет 

66 206, и запущенная с этими параметрами ADDA занимает 123 Мб оператив-

ной памяти. 

Чтобы обнаружить все возможные плазмонные резонансы, промоделируем 

спектры EELS для различных положений электронного луча. Будем переме-

щать луч от середины грани до угла, двигая луч вдоль края нанопризмы, для 

чего воспользуемся функцией spectrumline из ADDAwrapper. На Рис. 17 пред-

ставлены полученные спектры для различных положений луча. На них видны 

резонансы на энергиях 0.85, 1.25, 1.4, 1.6, 1.75 эВ. 

 
Рис. 16. Золотая нанопризма со стороной 209 нм и толщиной 10 нм, дискретизирован-

ная на решетке 128х148х7 диполей. a) С подложкой толщиной 30 нм, дискретизирован-
ной диполями того же размера. b) Без подложки. 
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В статье авторы упоминают только 4 из этих резонансов: 0.85, 1.23, 1.41, 

1.73 эВ; это можно объяснить недостаточным разрешением детектора исполь-

зуемого микроскопа Carl Zeiss Libra 200 MC – 0.2 эВ; мы делаем моделирова-

ния с шагом 0.05 эВ, что лежит пределах экспериментальной погрешности 

большинства самых современных микроскопов. В статье не приведены спек-

тры, приведены сразу плазмонные карты для обнаруженных резонансов. Ав-

торы также провели моделирование плазмонных карт для этих резонансов в 

BEM, но моделирование было сделано для нанопризмы в вакууме – поэтому 

резонансы были на более высоких энергиях; предположительно, моделирова-

ние было проведено только для вакуума из-за отсутствия удобных и эффек-

тивных инструментов для моделирования частиц на подложках. 

На Рис. 18a приведены взятые из статьи:  

A) Изображение призмы, полученное сканирующим микроскопом 

B) Экспериментальные плазмонные карты для резонансов 

C) Промоделированные плазмонные карты для призмы без подложки 

 
Рис. 17. Спектры EELS для золотой нанопризмы (см. параметры на Рис. 16) на полубес-
конечной подложке Si3N4, полученные для различных положений электронного пучка 

от середины грани до одного из соседних углов.  
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На Рис. 18b приведены плазмонные карты EELS для тех же резонансов, что 

и в оригинальной статье, промоделированные при помощи ADDAwrapper для 

призмы на полубесконечной подложке. 

Таким образом, моделирование EELS на полубесконечной подложке позво-

лило с точностью 0.05 эВ обнаружить плазмонные пики на спектре, а затем 

получить совпадение плазмонных карт на этих пиках с экспериментальными. 

При этом, удалось значительно сэкономить на ресурсах и времени моделиро-

 
Рис. 18. Экспериментальные и промоделированные данные для золотой нанопризмы с 
длиной стороны 209 нм, которая в эксперименте поддерживалась на 30-нанометровой 
подложке Si3N4. a) (A) Изображение призмы, полученное сканирующей электронной 

микроскопией. (B) Экспериментальные плазмонные карты для резонансов. (C) Промо-
делированные в BEM плазмонные карты для призмы без подложки. Взято из [33]. b) 

плазмонные карты для тех же резонансов, промоделированные при помощи AD-
DAwrapper для призмы на полубесконечной подложке Si3N4. 



 41 

вания: одно независимое моделирование для одного положения луча и для од-

ной энергии, например, 1 эВ на полубесконечной подложке занимает 38 се-

кунд, на конечной подложке – 307 секунд. Для получения одной плазмонной 

карты требуется 30 340 независимых моделирований. 

4.5. Сравнение с экспериментом CL 

В работе [42] был проведен эксперимент CL для золотой наноантенны 

(длина 420 нм, ширина и толщина по 35 нм), расположенной на адгезивном 

слое титана толщиной 2 нм на 100 нм подложке SiO2, выращенной на толстой 

пластине Si. Использовались электроны с энергиями 30 кэВ. Промоделируем 

эту наноантенну с титановым слоем как расположенные на полубесконечной 

подложке SiO2. Коэффициент преломления для золота возьмем из [40], для ти-

тана – возьмем из [43], для SiO2 – будем считать постоянным и равным 1.5. 

Для дискретизации наноантенны на слое титана используем решетку 

168х14х15 диполей (Рис. 19), где на решетке 168х14х14 диполей построена 

скругленная наноантенна, а под ней на решетке 168х14х1 – адгезивный моно-

слой титана. 

Чтобы обнаружить все возможные плазмонные резонансы, промоделируем 

спектры CL для различных положений электронного луча. Будем перемещать 

луч от середины наноантенны до правого конца, двигая луч вдоль края, для 

 
Рис. 19. Золотая наноантенна со стороной 420х35х35 нм (диполи золотого цвета) на ад-

гезивном слое титана толщиной 2.5 нм (диполи серого цвета). Дискретизация на ре-
шетке 168х14х15 диполей.  
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чего воспользуемся функцией spectrumline из ADDAwrapper. На Рис. 17 пред-

ставлены полученные спектры для различных положений луча. На них видны 

резонансы на длинах волн 520, 650, 750 нм. 

Для обнаруженных резонансов построим спектр, повторяющий экспери-

ментальный, и соответствующие резонансам плазмонные карты. 

На Рис. 21 приведены:  

a) Спектры: FDTD-моделирование рассеяния плоской волны (красная ли-

ния), экспериментальное рассеяние плоской волны (черная линия) и 

экспериментальный спектр CL (синие точки, в оригинальной статье не 

указано для какого положения электронного пучка спектр получен) 

b) Промоделированный в ADDAwrapper спектр CL для положения элек-

тронного луча, как показано крестиком на вставленном изображении 

c) Экспериментальные плазмонные карты CL для резонансов 650 нм и 

750 нм с полушириной 40 нм 

d) Промоделированные плазмонные карты CL для резонансов 650 нм и 

750 нм 

 
Рис. 20. Спектры CL для золотой нанопризмы (см. параметры на Рис. 19) на адгезивном 
слоем титана поверх полубесконечной подложки SiO2, полученные для различных по-

ложений электронного пучка от середины антенны до кончика. 
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Таким образом, моделирование CL для наноантенны на полубесконечной 

подложке позволило обнаружить плазмонные пики на спектре, которые с хо-

рошей точностью совпали с экспериментальными – в эксперименте была по-

грешность 40 нм, что соответствует ~0.11 эВ. Для обнаруженных пиков на 

650 нм и 750 нм промоделированные плазмонные карты визуально совпали с 

экспериментальными.  

 
Рис. 21. Экспериментальные и промоделированные данные для золотой наноантенны с 
размерами 420х35х35 нм на адгезивном слое титана толщиной 2 нм, расположенной на 
100-нанометровой подложке SiO2. a) Спектры: FDTD-моделирование рассеяния плос-
кой волны (красная линия), экспериментальное рассеяние плоской волны (черная ли-

ния) и экспериментальный спектр CL (синие точки). b) Промоделированный в 
ADDAwrapper спектр CL для положения электронного луча, как показано крестиком на 
вставленном изображении. c) Экспериментальные плазмонные карты CL для резонан-
сов 650 нм и 750 нм. d) Промоделированные плазмонные карты CL для резонансов 650 

нм и 750 нм. Данные в (a) и (c) взяты из [34]. 
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5. Заключение 
В данной работе получены все величины, необходимые для моделирования 

EELS и CL применительно к частицам вблизи полубесконечной подложки, ис-

пользуя приближение метода изображений. Полученные выражения реализо-

ваны в открытом ПО ADDA, что делает возможным использование и дора-

ботку любым пользователем во всем мире. Написана python-библиотека AD-

DAwrapper с набором функций для автоматизации моделирования и визуали-

заций полученных результатов. Работа через данную библиотеку позволяет 

быстро проводить моделирования с распараллеливанием по ядрам, и получать 

на выходе готовые графики/изображения, пригодные для публикации в совре-

менных журналах; все это, написав минимум кода. 

Показан предел применимости теории с полубесконечной подложкой: ей 

можно пользоваться, когда конечная подложка в два или более раза толще ис-

следуемой частицы. Сравнение с экспериментами как EELS, так и CL показало 

отличное совпадение резонансных энергий и плазмонных карт для этих энер-

гий, что подтверждает применимость данной теории для реальных экспери-

ментов. 

До сих пор все инструменты для моделирования EELS и CL были ограни-

чены случаем бесконечной среды. Полученные в данной работе результаты 

позволяют проводить моделирование EELS и CL для частиц на границе раз-

дела двух сред, что соответствует большинству экспериментов, когда частица 

находится на поверхности подложки.  
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Приложение 1. Интегралы Зоммерфельда 
Все формулы в данном приложении приведены на основе работы [44], но с 

обезразмериванием итоговых интегралов. Пусть 𝒱 и 𝒰 – интегралы, опреде-

лённые следующим образом: 

𝒱 = 2+ Ð
1

𝑘$$𝛾S + 𝑘/$𝛾.
−

1
𝛾S(𝑘/$ + 𝑘$$)

Ñ
D

'

𝑒.a(b𝐽'(𝜆𝜌)𝜆d𝜆, 

𝒰 = 2+ Ð
1

𝛾S + 𝛾.
−

𝑘/$

𝛾.(𝑘/$ + 𝑘$$)
Ñ

D

'

𝑒.a(b𝐽'(𝜆𝜌)𝜆d𝜆, 

(60) 

где 

𝛾S = (𝜆$ − 𝑘/$)
/
$
c→'
Ò⎯Ô −i𝑘/, 

𝛾. = (𝜆$ − 𝑘$$)
/
$
c→'
Ò⎯Ô −i𝑘$, 

(61) 

𝑘/ – волновое число в верхнем полупространстве, 𝑘$ – волновое число в ниж-

нем полупространстве, 𝐽'(𝑥) – функция Бесселя нулевого порядка. 

Тогда безразмерные интегралы Зоммерфельда (как функции 𝑘/𝜌 и 𝑘/𝑍) 

можно определить так: 

𝐼8< =
𝜀$
𝜀/𝑘/

𝜕$

𝜕𝜌𝜕𝑍
𝒱, 

𝐼;< =
𝜀$
𝜀/𝑘/

Õ
𝜕$

𝜕𝑍$
+ 𝑘/$Ö𝒱, 

𝐼89 =
1
𝑘/
Õ
𝜕$

𝜕𝜌$
𝒱 + 𝒰Ö, 

𝐼:9 = −
1
𝑘/
Z
1
𝜌
𝜕
𝜕𝜌
𝒱 + 𝒰_. 

(62) 
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Приложение 2. Теорема Парсеваля 
Определим преобразование Фурье как 

𝑓(𝜔) = + 𝑓(𝑡)𝑒.!de
D

.D
d𝑡, 

𝑓(𝑡) =
1
2𝜋

+ 𝑓(𝜔)𝑒!de
D

.D
d𝜔. 

(63) 

Для действительных функций 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) выполняется 

+ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)
D

.D
d𝑡 =

1
2𝜋

+ 𝑓(𝜔)𝑔∗(𝜔)
D

.D
d𝜔, (64) 

что является обобщением теоремы Парсеваля, также известно как теорема 

Планшереля. Поскольку для фурье-образов действительных функций выпол-

няется 𝑓(−𝜔) = 𝑓∗(𝜔), можем разбить интервал интегрирования и, используя 

замену 𝜔 → −𝜔, переписать Ур. (64) как  

+ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)
D

.D
d𝑡 =

1
𝜋
	+ Re[𝑓(𝜔)𝑔∗(𝜔)]

D

'
d𝜔. (65) 

 


