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Введение 

Рассеяние и поглощение света повсеместно присутствуют в нашей жизни 

и широко используются во многих научных и технологических приложениях 

[1,2]. Задачи светорассеяния обычно делятся на два вида: прямые и обратные. 

Прямая задача связана с моделированием измеряемых оптических свойств, 

когда и рассеиватель, и падающее излучение полностью заданы. Обратная за-

дача – получение характеристик частиц по измеренной картине светорассея-

ния. Обратная задача более сложная и интереснее для практических примене-

ний, но её решение подразумевает многократное решение прямой задачи [3]. 

Одним из широко используемых методов для решения прямой задачи све-

торассеяния является метод дискретных диполей (МДД). Он позволяет моде-

лировать рассеяние и поглощение света частицами различной формы и внут-

ренней структуры [4,5]. Главная идея метода заключается в замене рассеива-

теля набором диполей (обычно это маленькие кубики равного объёма), а затем 

решается система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) для поиска 

векторов электрического поля (или векторов поляризаций) внутри рассеива-

теля. Поскольку число диполей обычно велико, то решение СЛАУ прямыми 

методами занимает много времени, и поэтому используют итерационные под-

ходы, которые находят решения с помощью последовательных приближений. 

МДД используется в разных областях науки, от биологии и наночастиц до ат-

мосферных аэрозолей и межзвёздной пыли. Важной областью применения яв-

ляются оптически мягкие частицы, для которых показатель преломления рас-

сеивателя близок к внешней среде |𝑚 − 1| ≪ 1, 𝑚 – относительный показатель 

преломления. Такие частицы можно обнаружить в биомедицине (бактерии 

[6,7], клетки крови [8–11], ткани [12]), оптике океанов [12,13], и мягком рент-

геновском рассеяние на наночастицах [14]. С одной стороны, МДД высокоэф-

фективный для таких частиц по сравнению с другими методами [15–18]. С 

другой стороны, он всё ещё требует много времени в случае больших частиц 

и огромных баз данных [8,19–21]. 
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Время расчётов МДД увеличивается одновременно и с дифракционным 

параметром 𝑥, и с 𝑚 из-за увеличения числа диполей и замедления сходимости 

итерационного метода [22], здесь 𝑥 = 𝑘𝑅, 𝑘 – волновое число, 𝑅 – эффектив-

ный радиус частицы. Хотя существуют современные формулировки МДД для 

решения этой проблемы [23,24], они незначительно помогают для случая оп-

тически мягких частиц, отчасти потому, что сходимость итерационного реша-

теля относительно быстрая [25]. Очевидная идея для ускорения итерационного 

алгоритма – умный выбор начального электрического поля (или поляризации 

диполей) внутри частицы. Эта идея была использована для многократных за-

пусков МДД, на основе интерполяции внутреннего поля, начиная с результа-

тов моделирования для частиц с похожими параметрами [26,27]. Однако, уско-

рение значительно только для плотного набора параметров, что редко встре-

чается на практике. 

В качестве альтернативы, начальная оценка эклектического поля может 

быть получена из некоторого простого для вычислений приближения, которое 

мы исследуем в первой главе данной работы. В общем, существуют много при-

ближений для оптически мягких частиц [12]. Однако, они преимущественно 

используются для моделирования параметров рассеяния вдали от частицы, в 

то время как внутреннее поле является промежуточной величиной – в некото-

рых случаях оно даже не доступно явно. Подходящими методами являются 

приближения Рэлея-Ганса-Дебая (РГД) [28] и Вентцеля-Крамерса-Бриллюэна 

(ВКБ) [28,29], а также более сложное приближение Рытова [30] и методы трас-

сировки лучей [31,32]. Чем точнее приближение, тем быстрее можно ожидать 

сходимость итерационного решателя. Хотя область применимости ВКБ 

обычно упоминается как |𝑚 − 1| ≪ 1 (предполагая, что она не зависит от 𝑥) 

[28,29,33], это связано с отсутствием работ с большими частицами. Малую 

точность ВКБ при больших размерах частиц можно наблюдать в моделирова-

нии [29], аналогичный вывод получил Х. К. ван де Хюлст для метода аномаль-

ной дифракции (АД) [34], где он также упоминал о необходимости учёта пре-

ломления. Таким образом, наша главная цель в первой главе – улучшить ВКБ 
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так, чтобы точность метода зависела в основном от 𝑚 (равномерно по всем 

размерам). Данный улучшенный метод, который мы назвали ВКБп, имеет ши-

рокий диапазон потенциальных применений. Другая цель первой главы – при-

менить метод в качестве начальной оценки электрического поля в МДД, т.е. 

ускорить метод без уменьшения конечной точности. 

Другой подход к ускорению вычислений МДД является Метод сопряжён-

ных градиентов со сдвигами. Он предназначен для набора СЛАУ, имеющих 

специальную структуру: (𝐀 + 𝜎𝑖𝐈)𝐱𝑖 = 𝐛, где 𝐀 ∈ ℂ𝑛×𝑛, 𝜎𝑖 ∈ ℂ – сдвиг для 𝑖-й 

системы и 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑠}, 𝐈 – единичная матрица. Оказывается, что решения 𝐱𝑖 

для различных сдвигов можно получить в рамках одного итерационного реше-

ния (за время сравнимое с решением одной СЛАУ). В рамках МДД, это может 

значительно ускорить вычисления для множества задач, когда форма частиц 

постоянная, а меняется только 𝑚. 

Третьим видом оптимизации, который мы рассматриваем в данной работе 

является Блочный метод сопряжённых градиентов. Данный подход применим 

к систем вида 𝐀𝐗 = 𝐁, где 𝐗, 𝐁 ∈ ℂ𝑛×𝑠, где 𝑠 – число блоков. Метод позволяет 

разным системам (для разных векторов в правой части) обмениваться инфор-

мацией в процессе итерационного решения и, тем самым, ускоряет вычисле-

ния всех. Однако, ожидаемое ускорение меньше, чем для предыдущего метода 

со сдвигами. Тем не менее, данный метод может значительно ускорить вычис-

ления в задачах, где требуется усреднение величин рассеяния (сечения погло-

щения, экстинкции) по ориентациям частицы, или используется возбуждение 

точечным источником или быстрым электроном с переменным положением. 

Первая глава организована следующим образом. Исходя из предваритель-

ных деталей (раздел 1), мы описываем ВКБп (раздел 1.3). Мы проводим об-

ширный теоретический анализ для случая шаров (раздел 1.3.2), что приводит 

нас к определению различных версий ВКБп (раздел 1.3.3). Далее, мы численно 

проверяем как точно приближения описывают электрическое поле внутри 

шара (разделы 1.4.1–1.4.3). В самом конце, мы систематически тестируем 
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ВКБп и другие приближения для инициализации итерационного алгоритма в 

МДД (раздел 1.4.4). Далее мы делаем выводы по первой главе (раздел 1.5). 

Во второй главе мы, исходя из предварительных деталей (раздел 2.1), 

обобщаем метод сопряжённых градиентов для работы с матрицей из МДД 

(раздел 2.2). Далее проводим тестирование метода (раздел 2.3) и делаем вы-

воды (раздел 2.4). 

Третья глава посвящена блочным методам. После общего описания дан-

ных методов, мы реализуем некоторые из них в МДД (раздел 3.1). Далее те-

стируем их (раздел 3.2) и в конце делаем выводы (раздел 3.3). 
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1. Приближение электрического поля внутри ча-

стицы 

Данная глава была написана на основе опубликованной работы [35]. 

1.1 Система линейных уравнений в МДД 

В данной главе мы рассматриваем монохроматические электромагнитные 

волны с временной зависимостью exp(−i𝜔𝑡) в однородной немагнитной изо-

тропной среде. Кроме этого, мы всегда предполагаем, что линейно поляризо-

ванная волна [𝐄inc(𝐫) ≝ 𝐄0exp(i𝐤 ⋅ 𝐫)] падает на рассеиватель, где 𝐤 волновой 

вектор, 𝐫 – радиус вектор. 

Узким местом МДД является решение большой системы линейных урав-

нений. Система может быть записана в следующем виде [36,5]: 

𝐄𝑖
inc = �̅�𝑖

−1𝐏𝑖 −∑𝐆𝑖𝑗𝐏𝑗
𝑗≠𝑖

, (1) 

где 𝐄𝑖
inc – падающее электрическое поле в центре 𝑖-го диполя с радиус векто-

ром 𝐫𝑖, 𝐏𝑖 – поляризация диполя, �̅�𝑖 – тензор поляризуемости и 𝐆𝑖𝑗 – тензор 

Грина в свободном пространстве, действующий между 𝐫𝑖 и 𝐫𝑗. Ур. (1) имеет 

простой физический смысл – падающее электрическое поле в точке 𝐫𝑖 (𝐄𝑖
inc) 

образуется за счёт поля 𝑖-го диполя в этой точке и поля от остальных диполей. 

Вектор поляризации можно записать следующим образом: 

𝐏𝑖 = 𝑉d𝜒𝑖𝐄𝑖 , (2) 

где 𝐄𝑖 – общее поле в 𝐫𝑖, 𝑉d – объём диполя и 𝜒𝑖 – восприимчивость среды. 𝜒𝑖 

и �̅�𝑖 определяются показателем преломления в 𝐫𝑖. 

Программный пакет ADDA [25], который в этой работе используется для 

численных тестов, решает эквивалентную форму СЛАУ [37]: 

∑ �̅�𝑖𝑗𝐱𝑗 = 𝐛𝑖 ≝ �̅�𝑖𝐄𝑖
inc

𝑗 , где 

�̅�𝑖 = �̅�𝑖
𝑇�̅�𝑖 , 𝐱𝑖 ≝ �̅�𝑖

−𝑇𝐏𝑖 , �̅�𝑖𝑗 ≝ �̅�𝛿𝑖𝑗 − �̅�𝑖𝐆𝑖𝑗�̅�𝑗
𝑇 . 

(3) 
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На первый взгляд кажется, что эта форма более сложная, однако в итоге мы 

получаем матрицу �̅�𝑖𝑗 , которая является комплексно-симметричной и Якоби-

предобусловленной (имеет единичную диагональ). Оба метода, прямой и ите-

рационный могут быть использованы для решения СЛАУ, но, поскольку пря-

мой метод намного медленнее в большинстве случаев, только итерационные 

методы используются в высокопроизводительных пакетах на основе МДД [5]. 

По этой причине в работе мы используем итерационные методы. 

1.2 Методы приближения электрического поля 

Поскольку 𝐄𝑖 является неизвестным параметром СЛАУ (3), мы хотим 

приблизить его наиболее точно и затем использовать как начальную оценку 

итерационного метода. Самым простым приближением внутреннего поля яв-

ляется предположение, что оно не меняется внутри частицы и равно падаю-

щему [𝐄(𝐫) = 𝐄inc(𝐫)]. Этот метод называется приближением Рэлея-Ганса-Де-

бая (РГД) [28] или борновским приближением [30]. Его достоверность осно-

вана на предположении, что частица оптически мягкая, и фазовый сдвиг 𝜌 не-

значителен, т.е. 

𝑝 ≝ |𝑚 − 1| ≪ 1, 𝜌 ≝ 2𝑥𝑝 ≪ 1, (4) 

здесь мы ввели параметр оптической мягкости 𝑝. 

Более точным приближением является метод Вентцеля-Крамерса-Брил-

люэна (ВКБ) [28,29]. Главная идея метода – направление распространения и 

амплитуда падающей волны не меняются внутри частицы, но волна подверга-

ется дополнительной фазовой задержке, пропорциональной (𝑚 − 1). Для про-

стоты, мы предполагаем, что частица однородная (т.е. 𝑚 не зависит от 𝐫), хотя 

приближение ВКБ отлично работает и с неоднородными частицами. Оценки 

по порядку величины далее в этой главе применимы и к неоднородным части-

цам, если 𝑚 заменить на средний показатель преломления. Явное выражение 

для электрического поля: 

𝐄(𝐫) = 𝐄0 exp[i𝐤 ⋅ 𝐫1 + i𝑚𝑘|𝐫 − 𝐫1|], (5) 
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где 𝐫1 – точка входа луча на поверхности частицы, такая что (𝐫 − 𝐫1) направлен 

вдоль 𝐤. 

Для метода ВКБ требуется 𝑝 ≪ 1, но 𝜌 может быть любым, однако, при-

менимость для 𝑥 ≫ 1 неизвестна (далее обсуждается в разделе 1.3.3). С одной 

стороны, приведённые выше аргументы относительно распространения волн 

напрямую применимы только для крупных частиц, когда волновой фронт 

внутри частицы можно считать плоским на масштабе длины волны. С другой 

стороны, в случае умеренного и малого значения 𝑥 (𝑥 ≲ 1) внутреннее поле 

ВКБ асимптотически эквивалентно РГД, которое справедливо при условии (4). 

Аналогично, метод аномальной дифракции (АД) и дифракция Фраунгофера 

являются следствиями ВКБ [38]. В частности, результаты для АД можно по-

лучить если умножить электрическое поле ВКБ на 2 (𝑚 + 1)⁄ , что является 

коэффициентом прохождения для плоской волны падающей вдоль нормали к 

поверхности частицы. То же самое было предложено для уточнения ВКБ 

[29,33], но этим коэффициентом можно пренебречь при 𝑝 ≪ 1. Приближение 

эйконала, также известное как приближение высоких энергий, получается, 

если в Ур (5) член (𝑚 − 1) заменить на (𝑚2 − 1) 2⁄   [28]. Таким образом, 

можно рассматривать ВКБ как простой представитель целого класса прибли-

жений, которые эквивалентны по внутреннему полю для оптически мягких ча-

стиц. 

В общем, существуют и более сложные приближения, включающие при-

ближение Рытова [30] и метод трассировки лучей [31,32]. Они распространяют 

луч или его фазу вдоль направления падения с учётом явлений дифракции и 

являются точными при 𝑥 ≫ 1 (в дополнение к 𝑝 ≪ 1). Однако, для этих мето-

дов требуется решение вспомогательных уравнений, и это не простая задача 

для частиц произвольной формы. Поэтому мы не рассматриваем эти прибли-

жения далее в этой работе. 

В дополнение к приближению ВКБ мы предлагаем его расширение, кото-

рое учитывает преломление на границе частицы (далее обозначаем как ВКБп). 
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Детали описываются в следующем разделе, но главная мотивация предлагае-

мого улучшения состоит в том, что даже малый угол преломления [𝒪(𝑝)] мо-

жет приводить к значительным боковым смещениям (и фазовым сдвигам) на 

размере частицы, если 𝜌 является большим. Именно в этой области мы ожи-

даем, что новое приближение окажется наиболее полезным. Условие 𝜌 ≥ 1 

вместе с 𝑝 ≪ 1 подразумевает, что частица очень большая (𝑥 ≫ 1) – поэтому, 

ГО также применима. Однако вычисление внутреннего поля в рамках ГО зна-

чительно сложнее, чем для ВКБп. Тем не менее, ВКБп можно рассматривать и 

как оптически-мягкий предел ГО, когда пренебрегают внутренними отраже-

ниями. 

1.3 Приближение ВКБ с преломлением 

1.3.1 Основная формулировка 

Здесь мы детально подробно разберём простой случай – однородный шар. 

Луч распространяется вдоль оси 𝑧, падает на поверхность шара и преломля-

ется по закону Снеллиуса 𝑛1 sin 𝜃i = 𝑛2 sin 𝜃t, где 𝑛1, 𝑛2 – показатели прелом-

ления среды и шара соответственно, 𝜃i – угол падения, 𝜃t – угол прохождения. 

Луч остаётся внутри меридианной плоскости [39], которая определяется точ-

кой падения на поверхность шара и осью 𝑧. Без потери общности будем счи-

тать, что это 𝑦𝑧-плоскость. Посмотрите Рис. 1, здесь A – точка падения, B – 

произвольная точка внутри шара, Δ – угол преломления. На данном этапе по-

ляризация нам не важна. Центр системы координат выбран внутри шара, и все 

координаты нормированы на радиус 𝑅. Другими словами, мы предполагаем, 

что 𝑅 = 1, в то время как его фактическое значение важно только относи-

тельно 𝑘, выраженного значением 𝑥. 
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Рис. 1. Распространение лучей внутри меридианной плоскости. 

Поскольку новое приближение тоже основано на Ур (5), нам нужно найти 

длину пути луча, проходящего через точку B внутри частицы. С одной сто-

роны, используя закон Снеллиуса, получаем 

tanΔ = tan(𝜃i − 𝜃t) =
tan𝜃i − tan𝜃t
1 + tan𝜃i  tan 𝜃t

=
sin 𝜃i (√𝑚

2 − sin2 𝜃i − cos 𝜃i)

sin2 𝜃i + cos 𝜃i√𝑚
2 − sin2 𝜃i

. 

(6) 

С другой стороны, геометрические соображения для шара (𝑦1 = sin 𝜃i, 𝑧1 =

−cos 𝜃i) дают: 

tanΔ =
sin 𝜃i − 𝑦2
𝑧2 + cos 𝜃i

. (7) 

Здесь мы предполагали, что точка B находится в правой половине сечения 

шара (также как на рисунке Рис. 1), т.е. 𝑦2 ≥ 0 и 0 ≤ 𝜃i ≤ 𝜋 2⁄ . Приравнивая 

выражения (6) и (7), мы получим уравнение для неизвестного угла 𝜃i (опреде-

ляющее точку падения A): 

sin 𝜃i − 𝑦2
𝑧2 + cos 𝜃i

=
sin 𝜃i (√𝑚

2 − sin2 𝜃i − cos 𝜃i)

sin2 𝜃i + cos 𝜃i√𝑚
2 − sin2 𝜃i

. (8) 

Для обобщения данных рассуждений на произвольную частицу требуется 

только изменить Ур. (7). Для неоднородной частицы это потребует нескольких 
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уравнений, следовательно, более практичным подходом может быть распро-

странение части или всего волнового фронта, как это делается для выпуклых 

многогранников в ГО, см., например, [40,41]. 

Чтобы решить Ур. (8), мы разработали итерационный алгоритм, основан-

ный на методе простой итерации (см. [35] Приложение A). Он надежно рабо-

тает для любой точки B внутри шара, что может привести к нулю, одному или 

двум решениям — см. примеры на Рис. 2. 

 

Рис. 2. Тангенс угла преломления по отношению к углу падения для различ-

ных точек B внутри шара с 𝑚 = 1.1: (a) 𝑦2 = 0.5, 𝑧2 = 0.5, (б) 𝑦2 = 0.78, 𝑧2 =
0.5, и (в) 𝑦2 = 0.8, 𝑧2 = 0.5. Эти примеры показывают разное число решений 

Ур. (8), которые изображены вертикальными пунктирными линиями. 

1.3.2 Области с разным числом решений 

Чтобы лучше понять обнаруженные области, давайте рассмотрим декар-

тов и касательный лучи [42,43]. В рамках ГО декартов луч уходит дальше 

всего в область тени внутри шара. Будучи аттрактором других рассеянных лу-

чей, он является основной причиной образования радуги; вот почему он также 

известен как луч радуги. Он определяется следующим образом: 

𝑦 = sin𝜓c + 𝑘1(cos𝜓c − 𝑧) = sin 𝜃c − 𝑘1(𝑧 + cos 𝜃c), (9) 

𝑘1 ≝ tan (
𝜃c − 𝜓c
2

) , 𝜓c ≝ 2arcsin (
sin 𝜃c
𝑚

) − 𝜃c,

𝜃c ≝ arcsin√
4 −𝑚2

3
 , 

(10) 

где 𝜓c – критический (наибольший) угол (если смотреть из центра шара) для 

точки, где луч светит на заднюю поверхность шара (Рис. 1, точка B на Рис. 3), 
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в то время как 𝜃c соответствует углу падения. Касательный луч пересекает шар 

при 𝜃i = 𝜋 2⁄ : 

𝑦 = 1 − 𝑘2𝑧, (11) 

𝑘2 ≝ сot 𝜃g = √𝑚
2 − 1, 𝜃g ≝ arcsin

1

𝑚
, (12) 

где 𝜃g – угол прохождения касательного луча. Эти лучи показаны на Рис. 3 для 

специального случая 𝑚 = √2 – значение, при котором касательный луч 

пересекает точку (𝑦, 𝑧) = (0, 1). В последующем анализе мы в основном 

считаем, что 𝑚 ≤ √2 для того чтобы иметь одинаковое описание характерных 

областей внутри шара. 

 

Рис. 3. Декартов и касательный лучи для шара с 𝑚 = √2. Эти лучи разделяют 

области с различным числом решений в Ур. (8). При уменьшении 𝑚 обе точки 

A и B смещаются вправо. 

Когда 𝜃i увеличивается от 0 до 𝜋 2⁄ , соответствующая точка на задней 

поверхности двигается сначала от центральной оси к точке B (𝜃i = 𝜃c), а затем 

– обратно к точке A. Поэтому разумно предположить, что ни один из лучей не 

пересекает область, образованную отрезками BP, PC и дугой BC. При этом два 

луча пересекают область, ограниченную отрезками AP, BP и дугой AB. Для 

того, чтобы протестировать это эмпирическое представление, мы провели рас-
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чёт количества решений с помощью алгоритма, описанного выше, и поме-

стили результаты на Рис. 4 для трёх различных 𝑚. Хотя в целом декартов и 

касательный луч точно описывают границы областей с разным числом реше-

ний, вблизи их пересечения возникает некоторая ошибка – часть области двой-

ного решения приходится правее декартового луча. Хотя эта ошибка увеличи-

вается с увеличением 𝑚, для оптически мягких частиц ею можно пренебречь. 

 

Рис. 4. Число решений Ур. (8) в зависимости от точки внутри шара для трёх 

различных 𝑚. Зелёный, красный и голубой цвет соответствуют одному, двум 

и нулю решений, прямая и пунктирная линия – декартовому и касательному 

лучу. 

Непосредственным следствием такого неточного описания является 

быстрая оценка объёмов 𝑉0 и 𝑉2 областей внутри шара, соответствующих 

нулю и двум решениям Ур. (8). Эти оценки важны для дальнейшего анализа, 

т.к. количество решений влияет на расчёт внутреннего поля в приближении 

ВКБ. Единственная сложность связана с тем, что нам нужно рассматривать 3D 

осесимметричные (относительно оси 𝑧) объёмы, а не 2D области на Рис. 3. Ис-

пользуя стандартную вычислительную геометрию, мы получаем (для 𝑚 ≤

√2): 

𝑉2 = 𝜋∫ d𝑧[𝑦B + 𝑘1(𝑧B − 𝑧)]
2

𝑧B

𝑧P

+ 𝜋∫ d𝑧(1 − 𝑧2)
A

B

− 𝜋∫ d𝑧(1 − 𝑘2𝑧)
2

A

P

≝ 𝐼PB + 𝐼BA − 𝐼PA, 

(13) 

где: 
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𝐼PB =
𝜋

3𝑘1
(𝑦P
3 − 𝑦B

3), 𝐼BA =
𝜋

3
[𝑧A(3 − 𝑧A

2) − 𝑧B(3 − 𝑧B
2)],

𝐼PA =
𝜋

3𝑘2
(𝑦P
3 − 𝑦A

3), 

(14) 

𝑦B = sin𝜓c , 𝑧B = cos𝜓c , 𝑦A =
2

𝑚2
− 1,

𝑧A =
2

𝑚2
√𝑚2 − 1, 𝑦P =

𝑘2(𝑦B + 𝑘1𝑧B) − 𝑘1
𝑘2 − 𝑘1

. 

(15) 

Сумма 𝑉0 + 𝑉2 определяется исключительно касательным лучом и задаётся 

выражением: 

𝑉0 + 𝑉2 = 𝜋∫ d𝑧[1 − 𝑧2 − (1 − 𝑘2𝑧)
2]

𝑧A

0

=
4𝜋

3

(𝑚2 − 1)3 2⁄

𝑚4
, (16) 

которое является точным в отличие от Ур. (13) и примерно на 15% меньше по 

сравнению с численными результатами, посчитанными по Рис. 4 (данные не 

показаны). Мы строим 𝑉0, 𝑉2 как функцию параметра 𝑝 на Рис. 5 (для веще-

ственного 𝑚). 

 

Рис. 5. Объём областей с двумя решениями и без них внутри единичного шара 

от 𝑝. Объёмы рассчитаны по Ур. (13)–(16). Они соответствуют красной и си-

ней области на Рис. 4. Пунктирные линии показывают линейные приближе-

ния, заданные Ур. (18). 

Первый вывод заключается в том, что 𝑉0 превосходит 𝑉2 примерно в 10 

раз. Поэтому вышеупомянутая неточность в расчёте 𝑉2 не сильно влияет на 𝑉0 

поскольку 𝑉0 + 𝑉2 остаётся точным. В пределе 𝑝 → 0 оба объёма ведут себя 

как 𝑝3 2⁄ , в частности: 
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𝑉0 ≅ 10.1𝑝
3 2⁄ , 𝑉2 ≅ 1.71𝑝

3 2⁄ , (17) 

где коэффициент для их суммы следует из Ур. (16), в то время как для отдель-

ных коэффициентов требуются громоздкие оценки, начиная с Ур. (13). Однако 

в промежуточном диапазоне 𝑝 кривые на Рис. 5 заметно близки к линейным 

𝑉0 ≈ 2.5𝑝,   𝑉2 ≈ 0.34𝑝. (18) 

Точность этого приближения для 𝑉2 ухудшается при 𝑝 ≥ 0.2, отчасти из-за не-

точности Ур. (13), но Ур. (18) по-прежнему можно использовать как оценку 

сверху для всего приведённого диапазона 𝑝. 

Далее мы будем пользоваться обозначениями R0, R1, R2. Данные обозна-

чения соответствуют областям внутри шара без решений, с одним и двумя ре-

шениями Ур. (8) (см. Список сокращений). 

1.3.3 Различные версии ВКБп 

Далее давайте обсудим различные версии ВКБп, зависящие от координат 

точки внутри шара. После, мы протестируем данные версии. Простой рецепт 

– когда имеем одно решение Ур. (8), то мы находим точку входа луча и при-

меняем Ур. (5) с одной лишь разницей что 𝐫 − 𝐫1 теперь не параллелен 𝐤. До-

полнительно можно учесть трансформацию амплитуды волны 𝐄0 за счет по-

ворота поляризации (при наличии составляющей внутри меридианной плос-

кости), изменение её нормы за счёт коэффициентов Френеля и за счёт кри-

визны поверхности шара. Последнее основано на геометрическом описании 

фокусировки волнового фронта, что приводит к простым, хотя и громоздким 

выражениям [44–48]. 

Для точки в R0 естественно предположить, что 𝐄(𝐫) = 𝟎. Тем не менее, 

мы также попробуем стандартный подход ВКБ, т.к. Ур. (5) с распростране-

нием волны вдоль 𝐤 можно однозначно использовать для любой точки внутри 

шара. R2 является наиболее сложной в расчётах. Самый простой вариант для 

неё аналогичен стандартному ВКБп, при этом мы отбрасываем одно из реше-

ний (оставляя только решение с меньшим 𝜃i). Другой вариант – рассмотреть 

оба решения и сложить рассчитанные электрические поля. Этот подход 
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успешно используется в ГО (например, [49]), но известно, что вблизи каустик 

он не работает из-за бесконечной плотности лучей [50]. Именно такой каусти-

кой является декартов луч, и во многих практических задачах (малых 𝑝 и уме-

ренно больших 𝜌) все точки с двумя решениями находятся от него на расстоя-

нии не более нескольких длин волн. При этом амплитуда поля вблизи каустики 

значительно выше, чем в остальной части шара. К счастью, область 𝑉2 явля-

ется наименьшей, поэтому мы ожидаем, что даже совершенно неправильное 

описание 𝐄(𝐫) в этой области не нарушило бы всего приближения ВКБп. 

Для завершения теоретического обсуждения оценим порядки ошибок раз-

личных приближений. Далее мы рассмотрим общий случай, когда расчётная 

точка находится вдали от границы частицы, что соответствует R1. При доста-

точно малых 𝑝 это выполняется для большинства точек внутри частицы про-

извольной формы. По сравнению с падающим полем формула ВКБ вводит до-

полнительный фазовый сдвиг 𝒪(𝑥𝑝). Следовательно, использование падаю-

щего поля приводит к ошибкам 𝒪(𝑥𝑝) во внутренних полях. Точно так же 

ВКБп укорачивает путь луча внутри частицы на 𝒪(𝑥𝑝), следовательно, вводит 

поправки 𝒪(𝑥𝑝2) по сравнению с ВКБ. 

Хотя можно предположить, что оставшаяся ошибка ВКБп равна 𝒪(𝑥𝑝3), 

это завышенная оценка. Вместо этого начнем с ГО (правильного в пределе 𝑥 →

∞) и возьмем предел 𝑝 → 0. Тогда мы избавимся от всех внутренних отраже-

ний внутри частицы и сделаем коэффициенты прохождения близкими к еди-

нице. В то время как этот аргумент не работает для касательных падающих 

лучей (и расчётной точки вблизи границы), это существенно повлияет на рас-

сеяние всей частицы только в случае так называемых «whispering-gallery 

modes», которые имеют место только для шаров с определенной комбинация 

𝑥 и 𝑚 [51,52]. Следовательно, в подавляющем большинстве случаев погреш-

ности ВКБп не возрастают с ростом 𝑥 и имеет суммарную погрешность 𝒪(𝑝). 

Другими словами, ВКБп представляет собой действительно малоконтрастное 

приближение, равномерное во всем диапазоне значений 𝑥. Напротив, ошибка 
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ВКБ составляет 𝒪(𝑥𝑝2) + 𝒪(𝑝), но второй член пренебрежимо мал для боль-

ших частиц, рассматриваемых в этой работе. Описанные порядки ошибок бу-

дут проверены численно в следующем разделе. 

1.4 Результаты и обсуждения 

1.4.1 Наблюдения в отдельных точках 

Сначала рассмотрим случай, когда падающая волна имеет линейную по-

ляризацию вдоль оси 𝑥, т.е. перпендикулярно меридианной плоскости. Чтобы 

понять, насколько точно приближения описывают электрическое поле внутри 

шара, сравним его с точным решением (теория Лоренца-Ми [1], реализованная 

в пакете Bhfield [53]; мы использовали стандартную версию с двойной точно-

стью) в трёх различных точках A, B, C с координатами (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(0;  𝑅/2;  0,±𝑅/2), где 𝑅 – радиус шара, как показано на Рис. 6. Все эти точки 

находятся в R1. Другими словами, мы вычисляем норму разности между век-

торами электрического поля приближений и точным решением: 

𝛿 ≝ |∆𝐄(𝐫)/𝐄0|, (19) 

что далее обозначается как ошибка в отдельной точке. Для этого теста мы ис-

пользовали шары с 𝑥 = 50, 100, 250 и 𝑝 от 0.01 до 0.2. Типичный пример за-

висимости 𝛿 от 𝑝 (для точки B и 𝑥 = 100) показан на Рис. 7. Графики для дру-

гих точек и размеров аналогичны (данные не показаны). 
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Рис. 6. Три контрольные точки (A, B, C) в меридианном сечении шара. 

 

Рис. 7. Ошибка 𝛿 в точке B (в шаре с 𝑥 =  100) в зависимости от параметра 𝑝 

при использовании (а) падающей невозмущённая волны или (б) ВКБ и ВКБп 

для приближения внутреннего поля. Каждая кривая подгоняется линейной или 

квадратичной функцией, проходящей через начало координат. На графике (a) 

линейная подгонка выполняется по первым 10 точкам до 𝑝 =  0.01, а на (б) 

подгонка с весами выполняется по всему диапазоне 𝑝. 

Как и ожидалось, ошибка 𝛿 является наибольшей при использовании па-

дающей невозмущённой волны и колеблется с 𝑝 из-за наличия естественной 

верхней границы (поскольку и падающее поле, и точное решение имеют оди-

наковую норму). Для количественной оценки этой зависимости мы подгоняем 

первые 10 точек (0 ≤ 𝑝 ≤ 0.01) прямой линией (𝛿пад ≈ 𝑎пад𝑝). Напротив, ли-
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нейный тренд для ВКБп присутствует во всем диапазоне 𝑝, но амплитуда ко-

лебаний вокруг этого тренда увеличивается примерно линейно с 𝑝. Таким об-

разом, мы выполнили линейную подгонку ошибок ВКБп (𝛿ВКБп ≈ 𝑎ВКБп𝑝), 

разделив остатки на 𝑝 (веса 1/𝑝2 в подгонке методом наименьших квадратов). 

Тренд для ВКБ явно нелинейный, поэтому мы подогнали его квадратичной 

функцией (𝛿ВКБ ≈ 𝑎ВКБ𝑝 + 𝑏ВКБ𝑝
2), но использовали те же веса для остатков. 

В обоих случаях ВКБ и ВКБп мы пробовали подбирать полиномы более высо-

ких степеней, но соответствующие коэффициенты подгонки не определялись 

надежно (данные не показаны). Кроме того, такие же тренды сохраняются как 

для ВКБ, так и для ВКБп, по крайней мере, при 𝑝 ≤ 0.3, за исключением неко-

торых случаев с 𝑥 =  250 (данные не показаны). 

Полученные коэффициенты для трёх значений 𝑥 и трёх точек A, B, C по-

казаны на Рис. 8 вместе со стандартными отклонениями (здесь и далее планки 

погрешностей соответствуют одному стандартному отклонению). Можно ви-

деть, что 𝑎пад. примерно пропорционален 𝑥 и намного больше чем 𝑎ВКБ и 

𝑎ВКБп. Последние два коэффициента не зависят от 𝑥 и согласуются друг с дру-

гом в пределах погрешности. Квадратичный коэффициент для ВКБ примерно 

пропорционален 𝑥 и является доминирующим членом для 𝜌 ≳ 10, см. опреде-

ление (4). В заключение, наши численные результаты (и выполненные регрес-

сии) полностью подтверждают теоретические оценки для порядков ошибок 

различных приближений внутреннего поля (раздел 1.3.3). Самое главное, что 

ошибки ВКБп не увеличиваются с ростом 𝑥, хотя период колебаний вокруг 

линейного тренда меняется. 

 

Рис. 8. Графики коэффициентов подгонки при использовании различных при-

ближений электрического поля для трёх значений 𝑥 и трёх точек A, B, C 
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внутри шара. (а) линейный коэффициент для падающей волны, (б) линейные 

коэффициенты для ВКБ и ВКБп, (в) квадратичный коэффициент для ВКБ. 

Данные (a) и (в) соответствуют линейной функции, проходящей через начало 

координат с учётом различных погрешностей. 

Чтобы лучше понять происхождение этих колебаний, давайте рассмот-

рим поведение компонент поля в зависимости от 𝑝 как для строгой теории, так 

и для приближений. Пример показан на Рис. 9 для того же случая, что и на 

Рис. 7. Хотя согласие между приближениями и точной теорией, естественно, 

ухудшается с ростом 𝑝, оно существенно различное для двух приближений. 

Основным источником ошибки ВКБ является несовпадение частоты колеба-

ний, что приводит к увеличению ошибки с каждым периодом. С ростом 𝑥 пе-

риод колебаний уменьшается, следовательно, ошибка ВКБ при фиксирован-

ном 𝑝 увеличивается. Напротив, ВКБп правильно воспроизводит колебания 

(положения минимумов и максимумов), но имеет некоторые ошибки в воспро-

изведении их амплитуды. Эти ошибки зависят только от 𝑝 и обсуждаются в 

следующих разделах. Обратите внимание, что здесь используется простейший 

ВКБп, учитывающий только преломление и вращение вектора электрического 

поля из-за кривизны поверхности (другие варианты будут рассмотрены далее). 

 

Рис. 9. Вещественная часть главной компоненты (вдоль оси 𝑥) электрического 

поля в точке B (в шаре с 𝑥 =  100) в зависимости от параметра 𝑝. Поле вычис-

ляется с помощью точной теории и приближений ВКБ, ВКБп. 
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1.4.2 Оценка ошибки из-за отражений от границы 

В ГО, когда луч светит на поверхность частицы, часть энергии отража-

ется. Мы обозначим интенсивность падающего луча как 𝐼0, тогда интенсив-

ность отражённого света 𝐼0𝑅1 (на первой межфазной границе шар-среда), где 

𝑅1 = |𝑟1|
2 показывает отражательную способность [1]. Аналогично, интенсив-

ность луча отражённого внутрь шара на второй границе – 𝐼0(1 − 𝑅1)𝑅2, где 

𝑅2 = |𝑟2|
2 отражательная способность в этом случае. 

Общая мощность падающего излучения на шар 𝑊пад = 𝜋𝑅
2𝐼0, а отражён-

ная на первой границе: 

𝑊r1 = 𝜋𝑅
2𝐼0∫ d𝜃i

𝜋 2⁄

0

𝑅1(𝜃i) sin(2𝜃i). (20) 

Полная мощность, отраженная один раз внутрь шара, выражается аналогично: 

𝑊r2 = 𝜋𝑅
2𝐼0∫ d𝜃i

𝜋/2

0

[1 − 𝑅1(𝜃i)]𝑅2(𝜃t) sin(2𝜃i), (21) 

где 𝜃t = arcsin(sin 𝜃i /𝑚) – угол прохождения на первой границе, который для 

шара совпадает с углом падения на вторую границу (из шара во внешнюю 

среду), см. Рис. 1. Мы оценили соответствующие интегралы для двух видов 

поляризации и нарисовали их как функции от 𝑝 на Рис. 10. 

 

Рис. 10. Зависимость полной относительной мощности отражения от пара-

метра 𝑝. Лучи отражаются на первой (a) и второй (б) границе в рамках ГО. 

Рассматриваются две падающие поляризации (параллельная и перпендикуляр-

ная меридианной плоскости). Данные для перпендикулярной поляризации 

подгоняются прямой линией, проходящей через начало координат. 
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Естественно, доля отраженной энергии увеличивается с ростом 𝑝 и 

больше для перпендикулярной поляризации. Удивительно, но последние дан-

ные хорошо описываются линейной подгонкой, которая также показана на 

Рис. 10. Её функциональная форма имеет вид: 

𝑊r1
𝑊пад

≈ 0.31𝑝,    
𝑊r2
𝑊пад

≈ 0.23𝑝.  

Первый вывод состоит в том, что отражённая мощность (и соответствую-

щая ошибка, если отражения не учитываются) несущественны (≤ 6% при 𝑝 ≤

0.2). Во-вторых, ошибки из-за пренебрежения двумя отражениями имеют про-

тивоположные знаки (при расчёте полной мощности внутри шара) и одинако-

вую величину. Следовательно, будет точнее пренебречь обоими отражениями, 

чем учитывать только первое – мы проверим это численно в следующем раз-

деле. Учёт второго отражения приведёт нас к сложности метода, аналогичной 

трассировке лучей, что выходит за рамки данной работы. 

1.4.3 Численные исследования различных вариантов 

ВКБп 

Далее мы рассматриваем среднеквадратичную ошибку по объёму шара 

(или его части), определённую выражением: 

𝛿̅ ≝ √
∑ 𝛿𝑖

2
𝑖

𝑁
, (22) 

где 𝛿𝑖 – ошибка в отдельной точке, заданная по формуле (19), 𝑁 – число точек 

в шаре или его части; зависит от расчётной сетки. Для расчёта по теории Ло-

ренца-Ми мы используем Bhfield [53,54] для шара с 𝑥 = 50 (сетка 

160×160×160) и Scattnlay [55,56] – для шаров большего размера. Мы не могли 

использовать Bhfield для более крупных частиц с большим количеством узлов 

сетки из-за долгого времени вычислений, но мы проверили, что средняя раз-

ница между электрическими полями, рассчитанная с использованием этих 

двух программных пакетов, не превышает 10−5. 
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Для основной части численных тестов мы используем шары с 𝑥 = 50 и 

𝑚 = 1.01, 1.05, 1.1, 1.2, 1.3. Рассмотрим отдельно три области внутри шара, со-

ответствующие разному числу решений (см. раздел 1.3.2), и вычислим средне-

квадратичную ошибку внутри каждой области отдельно, обозначив их 𝛿0̅, 𝛿1̅, 

𝛿2̅. В R1 тестировались ВКБ и варианты ВКБп (см. раздел 1.3.3): учтено только 

преломления падающего луча (в.1), дополнительный учёт вращения электри-

ческого поля (в.2), коэффициента пропускания Френеля (в.3) и фокусировки 

волнового фронта из-за кривизны поверхности (в.4). ВКБп в.5 аналогичен в.4, 

но без учёта коэффициента передачи Френеля. Результаты показаны в Таб. 1. 

Таб. 1. Среднеквадратичная ошибка 𝛿1̅ внутри R1 для различных 𝑚 и прибли-

жений внутреннего поля. 

𝑚 ВКБ ВКБп в.1 ВКБп в.2 ВКБп в.3 ВКБп в.4 ВКБп в.5 

1.01 0.02 0.02 0.02 0.04 0.03 0.04 

1.05 0.13 0.11 0.11 0.15 0.10 0.14 

1.1 0.3 0.23 0.22 0.26 0.20 0.26 

1.2 0.76 0.51 0.5 0.54 0.48 0.55 

1.3 0.97 0.47 0.43 0.48 0.36 0.54 

 

Видно, что все варианты ВКБп работают точнее ВКБ, кроме в.3, в.5 при 

𝑚 ≤ 1.05 и в.4, 𝑚 = 1.01. Учёт вращения электрического поля (в.2 по сравне-

нию с в.1) полезен в ВКБп при любых 𝑚, а учёт только коэффициента пере-

дачи или фокусировки волнового фронта повсеместно вреден (в.3 и в.5 по 

сравнению с в.2). Напротив, объединение двух последних поправок (в.4) при-

водит к лучшим результатам, за исключением 𝑚 = 1.01. Однако результаты 

в.4 ненамного лучше, чем в.2. 

Для лучшего понимания рассмотрим карты ошибок в меридианной плос-

кости на Рис. 11 (данные для в.5 не показаны, но величина ошибок близка к 

в.4). При построении карт мы брали нулевые значения в R0; этот момент по-

дробно обсуждаются ниже. Падающее поле поляризовано вдоль оси 𝑥 (парал-

лельно показанной плоскости), чтобы сделать эффект вращения поля во время 

преломления заметным. 
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Рис. 11. Карты ошибок в отдельных точках 𝛿 (в логарифмическом масштабе) 

для четырёх вариантов ВКБп (см. текст для деталей). Меридианная плоскость 

изображена для шара с 𝑥 = 50, 𝑚 = 1.1, разрешение расчётной сетки – 𝑘Δ =
0.5 и 𝑦 = 0. Падающее излучение распространяется снизу вверх и поляризо-

вано вдоль оси 𝑥. 

Видно, что вращение поля (в.2) уменьшает 𝛿 по всей нижней полусфере, 

а в остальном мало влияет. Напротив, учёт коэффициента передачи уменьшает 

ошибку в нижней четверти шара и увеличивает ошибку далее по ходу фронта 

волны. Кроме того, дополнительный учёт фокусировки волнового фронта зна-

чительно уменьшает ошибку в нижней полусфере, но мало влияет на верхнюю 

(за исключением некоторых частей). Это согласуется с теоретическим выво-

дом раздела 1.4.2 в том, что учёт первого отражения (и соответствующей пе-

редачи) имеет смысл только в том случае, если мы можем также учесть и вто-

рое отражение. В попытке понять влияние от отражений, рассмотрим более 
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крупную частицу (𝑥 = 250, сетка 500×500) с малым поглощением (𝑚 = 1.1 +

0.01𝑖). Малая мнимая часть 𝑚 очень слабо влияет на коэффициент прохожде-

ния [57], и прошедшую волну всё же можно считать однородной [1]. Однако 

затухание волны по диаметру шара существенно и уменьшает влияние вторич-

ного отражения. Результаты для трёх вариантов ВКБп (в.2, в.3, в.4) показаны 

на Рис. 12. 

 

Рис. 12. Аналогично Рис. 11, но 𝑥 = 250, 𝑚 = 1.1 + i0.01, разрешение расчёт-

ной сетки 𝑘Δ = 1. Сравниваются три варианта ВКБп. 

В этом случае учёт фокусировки волнового фронта, безусловно, полезен, 

а эффект вторичного отражения виден только вблизи задней поверхности 

шара. ВКБп в.3 уменьшает ошибки вблизи входной поверхности (включая об-

ласти, которым соответствуют большие 𝜃𝑖) и оказывает незначительное влия-

ние в остальной части шара. Но именно его сочетание с фокусировкой волно-

вого фронта (в.4) творит чудеса, приводя к крайне малым ошибкам в большой 

части поперечного сечения шара. Этот вывод подтверждается также значени-

ями 𝛿1̅, которые составляют 0.05, 0.03 и 0.02 для ВКБп в.2, в.3 и в.4 соответ-

ственно. 

В остальной части работы мы рассматриваем только ВКБп в.2 и в.4, по-

скольку эти методы показали наиболее точные результаты для очень малых и 

больших значений 𝑝 соответственно. Данные методы являются самыми про-

стыми и успешными среди версий ВКБп. 

Чтобы начать анализ R2, рассмотрим карты электрического поля, полу-

ченные суперпозицией двух лучей. Они изображены на Рис. 13 для случая 
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большой частицы (𝑥 = 500, сетка 500×500, 𝑚 = 1.1) и здесь видны ярко выра-

женные стоячие волны. Здесь мы видим интерференционную картину, которая 

смещается и становится правильной для случая ВКБп в.4 при качественном 

сравнении с в.2. В в.4 используется фокусировка фронта волны с коэффициен-

том √
𝑓1𝑓2

(𝑓1−𝑙)(𝑓2−𝑙)
, где 𝑙 – оптический путь, 𝑓1, 𝑓2 – фокусы волнового фронта (все 

параметры зависят от точки и направления падения луча). Луч с большим уг-

лом падения 𝜃i пересекает фокальную линию или каустику, которая совпадает 

с границей R2 и R0 (верхняя часть декартового луча) [58]. Поэтому в этом слу-

чае требуется дополнительно учесть фактор 𝑒−𝑖𝜋/2, чтобы компенсировать 

возникший минус под корнем в коэффициенте фокусировки [34]. Аналогич-

ные выводы получены расчётом 𝛿2̅: ВКБп в.2 – 0.85, в.4 – 0.65. 

 

Рис. 13. Карты амплитуды электрического поля в R2 для (a) точного решения 

и (б, в) ВКБп в.2, в.4 соответственно (см. текст для деталей). Меридианная 

плоскость изображена для шара с 𝑥 = 500, 𝑚 = 1.1, разрешение расчётной 

сетки 𝑘Δ = 2, и 𝑦 = 0. Падающее излучение распространяется снизу вверх и 

поляризовано вдоль оси 𝑥. Заштрихованная область показывает расположение 

фокальной линии. 

Далее мы возвращаемся к обычному шару (𝑥 = 50) и рассмотрим прибли-

жение электрического поля с одним лучом (с меньшим 𝜃i) и с двумя лучами (с 

дополнительной фазой). Соответствующие среднеквадратичные ошибки ме-

тода ВКБп в.2 и в.4 показаны в Таб. 2. Из таблицы видно, что ни один из вари-

антов нельзя назвать наилучшим. Это объясняется небольшим размером R2, 

поэтому на электрическое поле внутри в значительной степени влияют кау-

стики, и стоячая волна не может быть четко различима (данные не показаны) 
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в отличие от гораздо большего шара на Рис. 13. При малых 𝑝 эта область ста-

новится меньше длины волны, что может объяснить превосходство однолуче-

вого ВКБп в.2 в этом случае. Но это также показывает пренебрежимо малое 

влияние используемого приближения на ошибку 𝛿̅, рассчитанную по всему 

объему шара. Для больших показателей преломления (𝑚 ≥ 1.1) ВКБп в.4 

обычно предпочтительнее в.2 (в соответствии с Таб. 1), но улучшение за счёт 

использования двух лучей незначительно. 

Таб. 2. 𝛿2̅ для R2 при различных 𝑚 и приближений внутреннего электриче-

ского поля. 

𝑚 ВКБ ВКБп в.2 ВКБп в.4 

1.01 0.06 0.04 0.88 

1.05 0.56 0.35 0.71 

1.1 1.14 0.73 0.77 

1.2 1.93 1.32 1.24 

1.3 2.23 1.39 1.16 

 

Давайте теперь рассмотрим R0. В этом случае у нас есть два варианта: 

ВКБ и нулевое поле; ошибки для этих вариантов представлены в Таб. 3. Уди-

вительно что нулевое поле не является универсально полезным подходом – 

оно лучше только для больших 𝑚. Это связано с тем, что при умеренных зна-

чениях параметров (𝑥 и 𝑚) R0 становится у́же чем длина волны. Это также 

наблюдается на Рис. 14, на котором представлена амплитуда электрического 

поля для трёх значений 𝑥 (50, 250 и 500). Данные получены с помощью теории 

Лоренца-Ми. Результат для 𝑥 = 50 [Рис. 14 (a)] сильно отличается от нулевого 

поля и похоже, что интерференция из R2 переходит (туннелирует) в R0. Этот 

эффект наблюдается и при больших размерах частицы [Рис. 14 (б), (в)], об-

ласть перехода уменьшается с ростом 𝑥. Оставшаяся бо́льшая часть области 

имеет малую амплитуду электрического поля. Таким образом, подход нуле-

вого поля – наилучший метод для достаточно больших 𝑥 и 𝑚 (когда ширина 

R0 занимает хотя бы пару длин волн), но он приводит к большим ошибкам при 

𝑚 ≈ 1. В данном случае ВКБ является подходящим приближением потому, 
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что ВКБ и точное решение близки к падающему полю. В случае оптически 

мягких шаров относительный объём R0 пренебрежимо мал, поэтому его влия-

ние на общую ошибку 𝛿̅ мало. Таким образом, самый простой вариант – ис-

пользовать приближение нулевого поля во всех случаях. 

Таб. 3. Среднеквадратичная ошибка 𝛿0̅ внутри R0 для различных показателей 

преломления и приближений внутреннего электрического поля. 

𝑚 ВКБ ноль 

1.01 0.05 0.97 

1.05 0.42 0.94 

1.1 0.98 0.92 

1.2 1.71 1.05 

1.3 1.47 0.77 

 

 

Рис. 14. Точное решение для амплитуды электрического поля в R0 (внутри ме-

ридианной плоскости) для шаров с 𝑥 = 50, 250, 500 и 𝑚 = 1.1, разрешение 

расчётной сетки равно (a) 0.5 и (б, в) 1, а 𝑦 = 0. Падающее излучение распро-

страняется снизу вверх и поляризовано вдоль оси 𝑥. 

Основываясь на проведённых тестах, мы определим основные варианты 

приближения ВКБп: ВКБп I and ВКБп II. Первый подход учитывает поворот 

электрического поля, но не изменение его амплитуды (ранее в.2), используется 

нулевое поле в R0 и только один луч (с меньшим 𝜃𝑖) в R2. Второй подход также 

учитывает поворот электрического поля, коэффициенты Френеля и фокуси-

ровку волнового фронта (ранее в.4), предполагает нулевое поле в R0 и комби-

нирует два луча в R2. В итоге ВКБп II должен приближать электрическое поле 

более точно, особенно при больших 𝜌 и/или в слабо поглощающих средах. Од-

нако, для него требуются дополнительные расчёты. Два данных подхода 

встречаются в следующем разделе. 
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1.4.4 Сходимость итерационного алгоритма в МДД 

В некоторых приложениях метод ВКБп может приближать внутреннее 

электрическое поле достаточно точно для быстрых расчётов величин рассея-

ния. Однако мы планируем использовать данный метод в более широком диа-

пазоне приложений как первый шаг в итерационном алгоритме МДД. Таким 

образом, даже умерено точное приближение может уменьшить время расчётов 

без изменения итоговой точности МДД. 

Мы выбрали шар 𝑥 = 50 как первый тестовый объект и рассмотрели три 

показателя преломления 𝑚 = 1.01, 1.05, 1.1. Мы следили за сходимостью 

стандартного итерационного метода (quasi-minimal residual, QMR) в про-

граммном пакете ADDA версии 1.4.0 [25]. Здесь мы использовали 160 диполей 

на диаметр шара (примерно 10 диполей на длину волны). Относительная не-

вязка: 

휀 =
‖�̅�𝐱 − 𝐛‖

‖𝐛‖
, (23) 

где компоненты линейной системы �̅�𝐱 = 𝐛 определены в Ур. (3), а для векто-

ров используется стандартная евклидова норма. Отметим, что начальное пред-

положение 𝐱0 получено путём поэлементного умножения внутреннего поля на 

�̅�𝑖. Три варианта начальных оценок (нулевое, падающее и ВКБ) уже реализо-

ваны в ADDA и таким образом используются с помощью командной строки 

“-init_field {zero|inc|wkb}” [37]. Для других приближений поле ищется от-

дельно и передаётся в ADDA с помощью команды “-init_field read …”. 

Уменьшение 휀 как функция числа итераций 𝑁it показано на Рис. 15. Мы пока-

зываем результаты до 휀 = 10−6; однако, похожая линейная сходимость этого 

графика сохраняется вплоть до 휀 = 10−16 (данные не показаны). 
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Рис. 15. Невязка итерационного метода (в логарифмическом масштабе) от 

числа итераций для шара с 𝑥 = 50 и 𝑚 = 1.01, 1.05 и 1.1, соответствующих 

𝜌 = 1, 5 и 10. Различные приближения внутреннего поля и точное решение ис-

пользуются для начальной оценки в итерационном методе. 

Общим свойством для всех графиков является то, что скорость сходимо-

сти уменьшается с ростом 𝑚 (в более общем смысле, с ростом 𝜌 – см. Ур (4)), 

это хорошо известно для МДД [5]. Помимо приближения невозмущённого па-

дающего поля, мы находили точное решение с помощью теории Лоренца-Ми. 

Данный подход, естественно, приводил к наискорейшей сходимости алго-

ритма, но удивительно, что она не идеальная (т.е. начальная невязка не равна 

нулю). Данный факт можно объяснить тем, что решение МДД немного отли-

чается от точного за счёт конечной дискретизации. Поэтому, итерационный 

алгоритм стартуя от точного решения отклоняется от него чтобы решить 

СЛАУ в МДД. Кривая сходимости всё же похожа на другие кривые в Рис. 15. 

Самая медленная сходимость (в терминах 𝑁it для получения заданного 휀) 

наблюдается при нулевом и падающем поле, и они очень близки (в основном 

в пределах 1-2 итераций) для всех случаев. Последнее неудивительно, т.к. ис-

пользуемый итерационный метод ищет решение в подпространстве Крылова, 

базис которого строится во время работы итерационного алгоритма [59,60]. 

При 𝐱0 = 𝟎 этот базис равен {𝐛, 𝐀𝐛, 𝐀2𝐛,… }, тогда как для произвольного 𝐱0 

мы эффективно решаем 𝐀(𝐱 − 𝐱0) = 𝐛 − 𝐀𝐱0, а базис Крылова равен 

{𝐛 − 𝐀𝐱0, 𝐀𝐛 − 𝐀
2𝐱0, … }.Подпространство Крылова на основе 𝐱0 = 𝐛 для 𝑛 

итераций полностью лежит внутри подпространства Крылова на основе 𝐱0 =
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𝟎 для 𝑛 + 1 итераций. Остальные небольшие различия между кривыми сходи-

мости связаны с тем, что QMR не обязательно находит решение с минималь-

ной невязкой в конечном подпространстве Крылова, а только квазиминималь-

ное. 

Напротив, когда 𝐱0 значительно отличается от (имеет большие компо-

ненты, перпендикулярные) 𝐛, построенное подпространство Крылова отлича-

ется, что приводит к другому поведению сходимости. Так обстоит дело и с 

ВКБ, и с ВКБп, и с точным решением (по крайней мере, частота колебаний 

отличается от частоты падающего поля). ВКБ и ВКБп дают систематическое 

уменьшение 𝑁it, но для типичных порогов сходимости (относительной нормы 

невязки), 10−3 или 10−5, оно находится в пределах 20%. При 𝑚 = 1.01, 1.05 

разница между кривыми ВКБ и ВКБп отсутствует, что и ожидается из-за от-

носительно малых значений 𝜌 (см. раздел 1.4). ВКВп при 𝑚 = 1.1 даёт заметно 

более быструю сходимость (чем ВКБ), но уменьшение 𝑁it не является систе-

матическим и находится в пределах 20%. При этом наклон кривых во всех слу-

чаях почти одинаков, так как определяется спектром матрицы 𝐀, по крайней 

мере, в режиме линейной сходимости [61,62]. Кроме этого, разница между 

ВКБп I и II для этих случаев невелика. 

Далее повторяем аналогичные тесты для гораздо бо́льших шаров (𝑥 =

250) используя точно такой же уровень дискретизации, результаты для разных 

𝑚 показаны на Рис. 16. Для 𝑚 = 1.01 [Рис. 16(a)] результаты аналогичны 𝜌 =

5, 𝑥 = 50 [Рис. 15(б)]. Наибольшее отличие состоит в слиянии графиков для 

ВКБ, ВКБп и точного решения, что связано с тем, что различия между ними 

(ошибки ВКБ и ВКБп) становятся меньше, чем ошибка дискретизации МДД. 

Напомним, что их ошибки масштабируются как 𝒪(𝑥𝑝2) и 𝒪(𝑝), т.е. уменьша-

ются с 𝑥 при фиксированном 𝜌. Для 𝑚 = 1.05 [Рис. 16(б)] линейная сходи-

мость при больших 𝑁it дополняется интервалами стагнации (для всех графи-

ков, кроме кривой Лоренца-Ми). Однако общие выводы остаются прежними: 

поведение сходимости для ВКБ и ВКБп качественно такое же, как для нуле-

вого и падающего поля, но примерно на 20% быстрее для типичных порогов 
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휀. Кроме того, ВКБп приводит к несколько меньшему 𝑁it (улучшение до 10%), 

чем ВКБ. Помимо этого, ВКБп II сходится немного быстрее (также до 10%), 

чем ВКБп I. 

 

Рис. 16. Аналогично Рис. 15, но для 𝑥 = 250. Соответствует значениям 𝜌 =
5, 25 и 50. В случае (в) моделирования остановили при 𝑁it = 12 000. 

При 𝑚 = 1.1 [Рис. 16(в)] различные исходные приближения также приво-

дят к качественно похожей сходимости, но уже с длительными интервалами 

стагнации, которые чередуются с более короткими линейными областями схо-

димости. Чтобы ограничить время моделирования мы остановились на 𝑁it =

12 000. Эти данные предполагают, что кривые сходимости смещены относи-

тельно друг друга скорее вдоль вертикальной, а не горизонтальной оси (эти 

два описания эквивалентны для линейной сходимости). Это приводит к огром-

ной разнице 𝑁it, необходимой для достижения, например, порога 휀 = 10−3. Он 

кажется совершенно недостижим при старте из нулевого или падающего поля, 

но может быть достигнут с помощью других четырёх методов (хотя и со зна-

чительными различиями между ними). 

Отметим, что стагнация с медленно растущей невязкой, наблюдаемая при 

нулевом и падающем поле после 11 000 и 8 000 итераций, соответственно, яв-

ляется признаком «поломки» итерационного алгоритма, т.е. дальнейшие ите-

рации не приведут к уменьшению невязки [22]. Хотя существуют стратегии 

обнаружения и, в некоторой степени, смягчения таких поломок [60], они не 

реализованы ни в одном пакете на основе МДД. Расхождение графиков сходи-

мости нулевого и падающего поля, которое происходит, казалось бы, в слу-
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чайной точке, также является признаком численной нестабильности (в сочета-

нии с квазиминимальным алгоритмом), которая аналогична поломке числен-

ного метода. Мы считаем, что старт с ВКБ, ВКБп (и даже с теории Лоренца-

Ми) также не гарантирует что такие поломки не появятся снова, т.е. суще-

ствует минимальный 휀, который в принципе алгоритмы могут достигнуть. Од-

нако, на практике 휀 = 10−3 обычно считается как достаточная сходимость, а 

невязка в диапазоне 10−1 до 10−2 весьма спорная (может стать основным ис-

точником ошибок для рассчитанных величин рассеяния). Более того, наилуч-

шее значение 휀 достижимое для ВКБп (и в некоторой степени для ВКБ) ка-

жется близким к теории Лоренца-Ми, а данный подход, возможно, является 

наилучшим для начальной оценки поля. Интересно, что сходимость ВКБп II 

лучше, чем ВКБп I и разница растёт с ростом фазового сдвига 𝜌, что согласу-

ется с теоретическим анализом раздела 1.4.3. В конце (приближаясь к 12 000 

итераций) ВКБп I и II, и точная теория сходятся почти к одинаковой 휀. 

Важно отметить, что Рис. 16(в) является примером улучшения, где ис-

пользование ВКБ или ВКБп показывает разницу между поломкой итерацион-

ного алгоритма и удовлетворительной сходимостью. Другими словами, ис-

пользование более точных приближений электрического поля расширяет диа-

пазон применимости МДД. Далее мы рассмотрим 2 других случая (𝑥 = 140, 

𝑚 = 1.3 и 𝑥 = 160, 𝑚 = 1.2), используя приближения падающего поля на ос-

нове падающего поля, ВКБ и ВКБп II. Мы использовали 536 и 612 диполей на 

диаметр шара, соответственно. Результаты представлены на Рис. 17, они пока-

зывают, что стандартный подход (падающее поле) в обоих случаях неудовле-

творителен (по крайней мере, вплоть до 50 000 итераций). Это согласуется с 

предыдущим опытом работы с ADDA [22]. В отличии от подхода выше, ВКБ 

и ВКБп II дают удовлетворительную сходимость в двух случаях, при этом 

ВКБп II значительно превосходит ВКБ, что согласуется с Рис. 16(в). Но под-

черкнём, что моделирования с помощью ВКБ и ВКБп II вовсе не являются эле-

ментарными с точки зрения требуемых вычислительных ресурсов. Например, 
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для одного графика сходимости нужно 12 и 14 дней расчётов для (a) и (б) со-

ответственно, при этом использовались 72 процессорных ядра в суперкомпь-

ютере Новосибирского государственного университета (каждый по 2.5 ГГц). 

Именно поэтому представлено не так много случаев – требуется дальнейшее 

систематическое исследование с построением карт расширенной области при-

менимости ADDA, включая случай слабого поглощения. 

 

Рис. 17. Аналогично Рис. 15, но для (a) 𝑥 = 140, 𝑚 = 1.3 и (б) 𝑥 = 160, 𝑚 =
1.2. 

Перейдём к выводам; ВКБ или ВКБп в качестве начальных полей в ите-

рационном методе всегда дают выигрыш по сравнению с нулевым или падаю-

щим полем. Хотя при малых 𝜌 улучшение несущественно, при 𝜌 ≳ 10 оно ста-

новится значительным. При бо́льшем 𝜌 выбор начального приближения может 

быть критичным для удовлетворительного уровня сходимости. Также при 

𝑥𝑝2 ≳ 1 ВКБп даёт всегда более быструю сходимость чем ВКБ. Хотя все вы-

воды были сделаны для шаров, мы считаем, что они не изменятся с другими 

формами частиц. В этом отношении, многие практические задачи могут зна-

чительно выиграть если пользоваться командой “-init_field wkb” при работе 

с ADDA, данная команда работает с частицами произвольной формы и внут-

ренней структуры [37]. Реализация метода ВКБп в данном программном па-

кете явно перспективна, но технически сложная для частиц произвольной 

формы. 
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В качестве примечания, настройка начального приближения итерацион-

ного алгоритма имеет свои ограничения, т.к. не меняется спектр матрицы вза-

имодействия, определяющий общую скорость сходимости и наличие интерва-

лов стагнации. Чтобы изменить спектр нужно использовать предобуславлива-

тели (эффективно применяемые на каждой итерации) [60], но это затрудни-

тельно в МДД из-за блочно-тёплицевой структуры матрицы взаимодействия, 

которую необходимо сохранить [5]. Хотя в последнее время в этом отношении 

был достигнут некоторый прогресс [63,64], эффективное предобуславливание 

для МДД остаётся открытой проблемой. С учетом наших результатов перспек-

тивным направлением исследований для больших оптически мягких частиц 

является построение предобуславливателя на основе некоторых из обсуждае-

мых приближений внутреннего поля. 

1.5 Выводы по первой главе 

Мы предложили модификацию метода ВКБ, названную ВКБп, для рас-

чета электрического поля внутри оптически мягкого рассеивателя и подробно 

изучили её точность для различных шаров. Основная идея заключается в учёте 

преломления лучей на границе рассеивателя, решая вспомогательную задачу 

поиска точки входа луча. Мы предложили надежное решение этой задачи для 

шаров и изучили количество решений в зависимости от местоположения точки 

внутри шара. Относительный объём областей, где количество решений равно 

нулю или двум, почти линейно пропорционален контрасту показателя прелом-

ления 𝑝 и в большинстве случаев мал. Аналогичный анализ, в принципе, 

можно провести и для других форм. 

Затем мы изучили масштабирование ошибок электрического поля (в об-

ласти с одним решением) с 𝑥 и 𝑝, используя как общий теоретический анализ 

(применим к любым формам), так и численные эксперименты для шаров. Для 

приближения невозмущённого падающего поля ошибка составляет 𝒪(𝑥𝑝) +

𝒪(𝑝), для ВКБ – 𝒪(𝑥𝑝2) + 𝒪(𝑝), для ВКБп – 𝒪(𝑝). Таким образом, хотя 
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обычно считается, что ВКБ является хорошим приближением для больших оп-

тически мягких рассеивателей, его точность ухудшается при достаточно боль-

ших 𝑥 (при любом фиксированном 𝑝). Напротив, приближение ВКБп действи-

тельно равномерно по 𝑥, что также можно объяснить тем, что оно является 

пределом ГО при 𝑝 →  0. 

Затем мы систематически проанализировали различные варианты ВКБп. 

Сюда входит учёт коэффициентов Френеля, вращение вектора электрического 

поля, фокусировка волнового фронта для входящих в рассеиватель лучей, объ-

единение двух лучей в области двойного решения (с дополнительной фазой 

− 𝜋/2 для луча с большими 𝜃i), и пренебрежение электрическим полем в об-

ласти тени. Эти варианты не влияют на порядок масштабирования ошибок, т.к. 

для этого потребовалось бы дополнительно учитывать первое внутреннего от-

ражения и соответствующую трассировку лучей (это оставлено для будущих 

исследований). Тем не менее, данные варианты ВКБп оказывают существен-

ное влияние на ошибки для реалистичных значений 𝑥 и 𝑚. В результате мы 

определили два варианта ВКБп, которые сводятся к простому (ВКБп I) и слож-

ному (ВКБп II) алгоритму. Последнее, как правило, точнее за счет дополни-

тельных вычислений. 

Приближение внутреннего поля, заданное с ВКБп, может быть использо-

вано само по себе для вычисления любых величин рассеяния. Но мы исполь-

зовали его в качестве начального предположения в итерационном алгоритме 

МДД, чтобы ускорить решение без уменьшения точности. Моделирование с 

использованием пакета ADDA для шаров с различными 𝑥 и 𝑚 показало, что 

ВКБ и ВКБп всегда ускоряют сходимость итеративного решателя, и эффект 

становится более выраженным с увеличением фазового сдвига 𝜌. Последнее 

также влияет на разницу между ВКБ и различными вариантами ВКБп. В част-

ности, при 𝑥𝑝2 ≳ 1 ВКБп работает значительно лучше, чем ВКБ, тогда как 

ВКБп II лучше, чем ВКБп I, когда дополнительно 𝑝 ≳ 0.1. 

Начиная со значений 𝜌 ≈ 50, использование стандартных подходов для 

инициализации итерационного решения в МДД (падающее невозмущённое 
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или нулевое поле) совершенно неудовлетворительно, приводя к стагнации при 

недопустимо больших значениях нормы невязки. В этом случае использование 

ВКБ или ВКБп становится единственным способом получить удовлетвори-

тельную сходимость. Хотя эти приближения не решают проблему полностью, 

они расширяют область применимости МДД для огромных оптически мягких 

частиц. Мы продемонстрировали такое расширение для трёх шаров (𝑥 = 250, 

𝑚 = 1.1; 𝑥 = 160, 𝑚 = 1.2 и 𝑥 = 140, 𝑚 = 1.3), которые ранее не могли быть 

промоделированы в рамках МДД. Мы ожидаем аналогичные улучшения в об-

ласти применимости для частиц других форм – каждый пользователь может 

легко проверить это для случая ВКБ, поскольку он уже реализован в про-

граммном пакете ADDA с отрытым кодом. 

Будущие исследования по ускорению МДД для крупных оптически мяг-

ких частиц могут быть основаны на прямом пределе ГО, которое включает 

рассмотрение одного или нескольких внутренних отражений. Однако выбор 

начального предположения итерационного алгоритма имеет свои ограниче-

ния. Таким образом, настоящая гибридизация МДД и асимптотических мето-

дов потребует использование предобуславливателя (применяемого на каждой 

итерации), который будет основан на некотором легко вычисляемом прибли-

жении внутреннего поля. 

2. Оптимизация расчётов в МДД для нескольких m 

2.1 Предварительные детали 

Давайте рассмотрим другой подход к ускорению расчётов в МДД. В ра-

боте [65] описан алгоритм – Метод сопряжённых градиентов со сдвигами 

(Shifted CG). Он позволяет одновременно решать системы линейных уравне-

ний, которые имеют форму: 

(𝐀 + 𝜎𝑖𝐈)𝐱𝑖 = 𝐛, (24) 

где 𝐀 ∈ ℂ𝑛×𝑛, 𝜎𝑖 ∈ ℂ – сдвиг для 𝑖-й системы и 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑠}, 𝐈 – единичная 

матрица. При этом требуется чтобы матрица 𝐀 + 𝜎𝑖𝐈 была эрмитова положи-

тельно-определённой для любого 𝜎𝑖. 
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Оказалось, что СЛАУ (3) (из программного пакета ADDA) не соответ-

ствует виду (24). Однако, систему можно переписать в эквивалентном виде (1), 

для такого вида Shifted CG уже применим. Для диэлектрической восприимчи-

вости мы используем формулу Клаузиуса-Моссотти: 

�̅�𝑖
CM = �̅� 

3𝑉d
4𝜋

휀𝑖 − 1

휀𝑖 + 2
, (25) 

где 𝑉d задаёт объём диполя, 휀𝑖 – диэлектрическая проницаемость среды в 𝐫𝑖, 

которая для немагнитных материалов равна 𝑚2 (𝑚 – показатель преломления 

в 𝐫𝑖). 

Единственная сложность, которая не даёт нам воспользоваться методом 

Shifted CG – в нашем случае матрица решаемой системы не эрмитова, но ком-

плексно-симметричная. Чтобы обобщить алгоритм на неэрмитовый случай 

нам нужно понять, как он работает. В алгоритме Shifted CG ищется решение в 

подпространстве Крылова: 𝒦𝑘(𝐀, 𝐫
(0)) ≝ span{𝐫(0), 𝐀𝐫(0), 𝐀2𝐫(0), … , 𝐀𝑘−1𝐫(0)}, 

где 𝐫(0) – невязка на нулевой итерации, 𝑘 – номер итерации. При этом главным 

требованием построения алгоритма в эрмитовом случае является условие 

Ритца-Галёркина: 

𝐫(𝑘) ⟂ 𝒦𝑘(𝐀, 𝐫
(0)), (26) 

где 𝐫(𝑘) – невязка на 𝑘 итерации. На каждой итерации строится ортонормиро-

ванный базис подпространства Крылова 𝐕(𝑘) = [𝐯(1)|𝐯(2)|  … |𝐯(𝑘)] с помощью 

метода Ланцоша (см. [65], стр. 18). Решение в таком базисе можно записать в 

виде: 

𝐱(𝑘) = 𝐱(0) + 𝐕(𝑘)𝐲(𝑘), (27) 

где 𝐱(0) – начальная оценка решения, 𝐲(𝑘) – столбец коэффициентов. 

2.2 Обобщение метода для матрицы из МДД 

В нашем случае, когда матрица неэрмитова (𝐀 ≠ 𝐀𝐻) и комплексно-сим-

метричная (𝐀 = 𝐀𝑇), мы вынуждены использовать условие Петрова-Галёр-

кина в виде [66–68]: 
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𝐫(𝑘) ⟂ ℒ𝑘 и 𝐱
(𝑘) ∈ 𝐱(0) +𝒦𝑘, (28) 

где в простом виде ℒ𝑘 ≝ 𝒦𝑘(𝐀
𝐻, �̅�(0)) , т.е. ℒ𝑘 =

span{�̅�(0), 𝐀𝐻�̅�(0), (𝐀𝐻)2�̅�(0), … , (𝐀𝐻)𝑘−1�̅�(0)}, здесь черта означает комплекс-

ное сопряжение. Подпространству ℒ𝑘 соответствует свой ортонормированный 

базис 𝐖(𝑘) = [𝛚(1)| … |𝛚(𝑘)]. При этом базисы являются биортогональными, 

т.е. 〈𝐯(𝑖), 𝛚(𝑖)〉 = 1 (см. Список сокращений). 

Таким образом, в этом случае мы строим два базиса: 𝐕(𝑘) и 𝐖(𝑘), и вместо 

обычного метода Ланцоша нужно использовать более сложный вариант – дву-

сторонний метод Ланцоша (см. [65], стр. 20), который работает в случае 𝐀 ≠

𝐀𝐻. Такой алгоритм, при 𝐀 = 𝐀𝑇 и 𝐯(1) = �̅�(1), можно заменить простым ме-

тодом Ланцоша с псевдоскалярным произведением: 

〈𝐱, 𝐲〉p ≝ 𝐲
𝑇𝐱, (29) 

где 𝐱, 𝐲 ∈ ℂn. Следовательно, и норма вектора везде в алгоритме заменяется на 

псевдонорму: 

‖𝐱‖p ≝ √〈𝐱, 𝐱〉p = √𝐱
𝑇𝐱. (30) 

При такой замене получим 𝐕(𝑘) = �̅�(𝑘). Переход от эрмитова сопряжения к 

транспонированию наиболее очевиден если сравнить несколько первых итера-

ций в простом и двухстороннем алгоритме Ланцоша. Кроме этого, это есте-

ственный аналог скалярного произведения для комплексно-симметричных 

матриц согласно работам [69,70]. 

Из определения невязки 𝐫(𝑘) следует уравнение: 

𝐱(𝑘) = 𝐱(0) − 𝐀−1𝐫(𝑘) + 𝐀−1𝐫(0). (31) 

Из [65] (стр. 20) можно выписать соотношение алгоритма Ланцоша (для 𝐀 ≠

𝐀𝐻 и 𝐀 = 𝐀𝑇 случая, одно уравнение вместо двух): 

𝐀𝐕(𝑘) = 𝐕(𝑘)𝐓(𝑘) + 𝛾(𝑘)𝐯(𝑘+1)(𝐞𝑘)
𝑇 = 𝐕(𝑘+1)𝐓(𝑘+1,𝑘), (32) 
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где 𝐓(𝑘) – симметричная трёхдиагональная матрица с 𝛾(𝑘) на неглавной диаго-

нали, 𝐓(𝑘+1,𝑘) = [
𝐓(𝑘)

0…0 𝛾(𝑘)
], 𝐞𝑘 – 𝑘-й столбец единичной матрицы. Умножая 

(32) на (𝐖(𝑘))
𝐻

 получим: 

(𝐖(𝑘))
𝐻
𝐀𝐕(𝑘) = 𝐓(𝑘). (33) 

Далее выражаем 𝐀−1 и подставляем в (31), используя условие (28) получим: 

𝐱(𝑘) = 𝐱(0) + 𝐕(𝑘)(𝐓(𝑘))
−1
(𝐕(𝑘))

𝑇
𝐫(0). (34) 

Таким образом мы получили выражение для неизвестных 𝐱(𝑘) на разных ите-

рациях. 

2.2.1 Обобщённое разложение Холецкого 

Известно, что 𝐓(𝑘) – симметричная и трёхдиагональная матрица. Для вы-

числения (𝐓(𝑘))
−1

 будем использовать разложение, описанное в [71,72]: 

𝐓(𝑘) = 𝐋(𝑘)𝐃(𝑘)(𝐋(𝑘))
𝑇
, (35) 

где 𝐋(𝑘) – нижнетреугольная матрица 𝑘 × 𝑘 с единичной диагональю, 𝐃(𝑘) – 

диагональная матрица 𝑘 × 𝑘. Тогда можем записать: 

𝐓(𝑘) = [
𝐓(𝑘−1) (𝐭(𝑘))

𝑇

𝐭(𝑘) 𝐭(𝑘,𝑘)
]

= [𝐋
(𝑘−1) 0
𝐥(𝑘) 1

] [𝐃
(𝑘−1) 0
0 d(𝑘)

] [(𝐋
(𝑘−1))𝑇 (𝐥(𝑘))𝑇

0 1
]

= [
𝐋(𝑘−1)𝐃(𝑘−1)(𝐋(𝑘−1))𝑇 𝐋(𝑘−1)𝐃(𝑘−1)(𝐥(𝑘))𝑇

𝐥(𝑘)𝐃(𝑘−1)(𝐋(𝑘−1))𝑇 𝐥(𝑘)𝐃(𝑘−1)(𝐥(𝑘))𝑇 + d(𝑘)
], 

(36) 

где 𝐥(𝑘), 𝐭(𝑘) ∈ ℂ1×(𝑘−1), причём 𝐭(𝑘) = [0…0  𝛾(𝑘−1)] и d(𝜇) ∈ ℂ. Отсюда сле-

дуют уравнения для новых членов в матрицах 𝐋(𝑘), 𝐃(𝑘): 

𝐥(𝑘) = 𝐭(𝑘)[𝐋(𝑘−1)]
−𝑇
[𝐃(𝑘−1)]

−1
= [0…0 

𝛾(𝑘−1)

d(𝑘−1)
] ≝ [0…0 𝑙(𝑘−1)], (37) 

d(𝑘) = t(𝑘,𝑘) − 𝐥(𝑘)𝐃(𝑘−1)(𝐥(𝑘))
𝑇
= t(𝑘,𝑘) − 𝛾(𝑘−1)𝑙(𝑘−1). (38) 
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Получаем, что 𝐋(𝑘) – нижне бидиагональная матрица 𝑘 × 𝑘 с единичной диа-

гональю, этот факт значительно упрощает дальнейшие рассуждения. Исходя 

из (34) запишем выражение для 𝐱(𝑘): 

𝐱(𝑘) = 𝐱(0) + 𝐕(𝑘) (𝐋(𝑘)𝐃(𝑘)(𝐋(𝑘))
𝑇
)
−1

(𝐕(𝑘))
𝑇
𝐫(0)

= 𝐱(0) + [𝐕(𝑘−1) 𝐯(𝑘)](𝐋
(𝑘))

−𝑇
(𝐃(𝑘))

−1
(𝐋(𝑘))

−1
[𝐕(𝑘−1) 𝐯(𝑘)]

𝑇𝐫(0)

= 𝐱(0) + [𝐏(𝑘−1) 𝐩(𝑘)](𝐃(𝑘))
−1
[𝐔
(𝑘−1)

u(𝑘)
] = 𝐱(𝑘−1) +

u(𝑘)

d(𝑘)
𝐩(𝑘), 

(39) 

где 

𝐏(𝑘) ≝ [𝐏(𝑘−1) 𝐩(𝑘)] = [𝐕(𝑘−1) 𝐯(𝑘)](𝐋
(𝑘))−𝑇 , (40) 

𝐔(𝜇) ≝ [𝐔
(𝑘−1)

u(𝑘)
] = (𝐋(𝑘))

−1
[
(𝐕(𝑘−1))

𝑇

(𝐯(𝑘))
𝑇 ] 𝐫

(0) = (𝐋(𝑘))
−1
‖𝐫(0)‖

p
𝐞1, (41) 

где 𝐩(𝑘) ∈ ℂ𝑛×1, 𝐔(𝑘) ∈ ℂ𝑘×1, u(𝑘) – 𝑘-й элемент в 𝐔(𝑘). Кроме этого, можно 

записать: 

(𝐋(𝑘))−1 = [
(𝐋(𝑘−1))

−1
0

−𝐥(𝑘)(𝐋(𝑘−1))
−1

1
] ,

(𝐋(𝑘))−𝑇 = [(𝐋
(𝑘−1))

−𝑇
−(𝐋(𝑘−1))

−𝑇
(𝐥(𝑘))𝑇

0 1
]. 

(42) 

Подставляя (42) в (40), (41) получаем выражения для 𝐩(𝑘), u(𝑘): 

[𝐏(𝑘−1) 𝐩(𝑘)] = [𝐕(𝑘−1)(𝐋(𝑘−1))
−𝑇

𝐯(𝑘) − 𝑙(𝑘−1)𝐩(𝜇−1)], (43) 

[𝐔
(𝑘−1)

u(𝑘)
] = [

(𝐋(𝑘−1))
−1
(𝐕(𝑘−1))

𝑇

(𝐯(𝑘))
𝑇
− 𝐥(𝑘)𝐔(𝑘−1)(𝐫(0))

−1] 𝐫
(0)

𝑘>1
→  [(

𝐋(𝑘−1))
−1
(𝐕(𝑘−1))

𝑇
𝐫(0)

−𝑙(𝑘−1)u(𝑘−1)
], 

(44) 

или 

u(𝑘) = ‖𝐫(0)‖
p
δ1𝑘 − 𝑙

(𝑘−1)u(𝑘−1). (45) 

Удивительно, но в итоговых выражениях для d(𝑘), u(𝑘), 𝐩(𝑘) и поэтому для 𝐱(𝑘) 

не встречается знак транспонирования. Поэтому формулы для разложения 
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остаются такими же как в работе [65] для разложения Холецкого, за исключе-

нием замены нормы на псевдонорму в Ур. (45). 

2.2.2 Изменение формул при смещениях 

Предположим, что теперь матрица имеет форму 𝐀𝜎 = 𝐀+ 𝜎𝐈. Здесь мы 

для простоты пишем только одно смещение 𝜎, но их может быть много. Из 

работы [65] следует, что единственное ограничение – необходимо, чтобы 

начальные невязки были коллинеарны для всех смещений. Тогда выполняется 

𝒦𝑘(𝐀, 𝐛) = 𝒦𝑘(𝐀𝜎 , 𝐛), т.е. подпространство Крылова сдвиг-инвариантное и 

поэтому можно использовать один алгоритм поиска базиса для всех смеще-

ний. Поэтому, из формул (32), (33), (34) следует: 

𝐱(𝑘) = 𝐱(0) + 𝐕(𝑘) (𝐓𝜎
(𝑘)
)
−1

(𝐕(𝑘))
𝑇
𝐫(0), (46) 

где 𝐓𝜎
(𝑘)
= 𝐓(𝑘) + 𝜎𝐈(𝑘). Таким образом, при наличии сдвигов только диаго-

нальные элементы в матрице 𝐓(𝑘) изменяются. 

2.2.3 Критерий остановки 

Здесь мы повторили рассуждения из работе [65], стр. 74. Из условия (28) сле-

дует, что 𝐫(𝑘) ⟂ 𝛚(𝑗), при 𝑗 ≤ 𝑘 и 𝐫(𝑘) ∈ 𝐫(0) + 𝐀𝒦𝑘(𝐀). Кроме этого, известно, 

что ‖𝛚(𝑗)‖
p
= ‖𝐯(𝑗)‖

p
= 1 и �̅�(𝑗) = 𝐯(𝑗) (при специальном выборе начальных 

базисных векторов). Рассмотрим выражение: 
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(𝐯(𝑘+1))
𝑇
𝐫(𝑘) = (𝐯(𝑘+1))

𝑇
(𝐛 − 𝐀𝐱(𝑘))

= (𝐯(𝑘+1))
𝑇
[𝐛 − 𝐀(𝐱(0) + 𝐕(𝑘)(𝐓(𝑘))

−1
(𝐕(𝑘))

𝑇
𝐫(0))]

= (𝐯(𝑘+1))
𝑇
[𝐫(0) − 𝐀𝐕(𝑘)(𝐓(𝑘))

−1
(𝐕(𝑘))

𝑇
𝐫(0)]

= (𝐯(𝑘+1))
𝑇
𝐫(0)⏟        

=0 при 𝑘>0

− [0|0|… |(𝛚(𝑘+1))
𝐻
𝐯(𝑘+1)𝛾(𝑘)]⏟                  

вектор длинной 𝑘

(𝐓(𝑘))
−1
‖𝐫(0)‖

p
𝐞1

= −𝛾(𝑘)𝐞𝑘
𝐻(𝐋(𝑘))

−𝑇
(𝐃(𝑘))

−1
(𝐋(𝑘))

−1
‖𝐫(0)‖

p
𝐞1

= −𝛾(𝑘)
1

d(𝑘)
𝐞𝑘
𝐻𝐔(𝑘)⏟    
u(𝑘)

= −𝑙(𝑘)u(𝑘) = u(𝑘+1). 

(47) 

Отсюда следует (учитываем, что 𝐯(𝑘+1) параллелен 𝐫(𝑘)): 

‖𝐫(𝑘)‖
2
= ‖𝐯(𝑘+1)‖

2
|u(𝑘+1)|. (48) 

Таким образом на 𝑘 + 1 итерации можно вычислить предыдущую норму не-

вязки ‖𝐫(𝑘)‖
2
. Аналогичные уравнения будут выполняться при наличии сдви-

гов: 

‖𝐫𝜎
(𝑘)
‖
2
= ‖𝐯(𝑘+1)‖

2
|u𝜎
(𝑘+1)

|. (49) 

Таким образом, нам требуется только вычислить ‖𝐯(𝑘+1)‖
2
 один раз и приме-

нить её для всех сдвигов. 

2.3 Тестирование 

Далее для тестирования алгоритма мы реализовали его в программном 

пакете Mathematica. В тестах рассматривали случай, который соответствует 

сферической частице с 𝑥 = 12, расчётная сетка 12×12×12, 𝑚 варьировался. 

При этом тензор Грина в Ур. (1) представляет собой матрицу размером 𝑛 =

2736. Выбираем требуемый уровень невязки 휀 = 10−10, в алгоритме мы вы-

числяли относительную невязку ‖𝐫𝜎
(𝑘)
‖
2
/‖𝐛‖2. 
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В первом тесте мы убедились, что алгоритм сходится к 휀 при решении 

системы вида (1), 𝑚 = 1.01, 1.1, 1.2. Затем пересчитали решение так, чтобы 

оно соответствовало системе (3) и убедились, что невязка осталась в пределах 

допустимого значения (≤ 10−10). Таким образом, мы численно подтвердили, 

что решение системы (1) годится для использования в качестве решения (3). 

Во втором тесте мы сравнили время расчётов с помощью Shifted CG для 

системы (1) в двух случаях: 1) двадцать одинаковых частиц с 𝑚 = 1.2; 2) одна, 

𝑚 = 1.2. Время расчётов для первого случая примерно равно 4.2 сек, для вто-

рого – 4 сек. Что подтверждает ускорение расчётов данным методом, по-

скольку при последовательном запуске вычислений потребовалось бы около 

80 сек. 

В третьем тесте мы продемонстрировали работу алгоритма в реалистич-

ном случае, когда 𝑚 = 1.01 − 1.2, шаг – 0.01. График представлен ниже на 

Рис. 18. Как видно из рисунка самая быстрая сходимость для наименьшего 𝑚 

и она растёт с 𝑚. Алгоритм построен так, что если решение для какого-то 

сдвига сошлось (до заданной невязки), то эту систему удаляют из рассмотре-

ния. Видно, что сходимость при малых 𝑚 линейная, а при больши́х 𝑚 наблю-

даются небольшие интервалы немонотонной сходимости. 
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Рис. 18. Невязка итерационного метода (в логарифмическом масштабе) от 

числа итераций для шара с 𝑥 = 12 и 𝑚 = 1.01 − 1.2, шаг – 0.01. Здесь 𝑚 растёт 

слева направо, т.е. чёрный график – 1.01, красный – 1.02 и т.д. 

2.4 Выводы по второй главе 

Мы рассмотрели другой вариант оптимизации расчётов в МДД – метод 

сопряженных градиентов со сдвигами (Shifted CG). В программном пакете 

Mathematica реализовали код данного метода. Кроме этого, мы адаптировали 

алгоритм для комплексно-симметричной (неэрмитовой) матрицы. Метод поз-

воляет решать системы с матрицами вида 𝐀 + 𝜎𝑖𝐈 одновременно для многих 

сдвигов 𝜎𝑖. Суть оптимизации – на каждой итерации мы находим базисный 

вектор (одно произведение матрицы на вектор), а затем вычисляем решение 

сразу для всех 𝜎𝑖 (небольшие дополнительные вычисления). В нашем случае 

это аналогично решению задачи, когда рассеяние производится на частице с 

переменным 𝑚 (𝜎 — функция от 𝑚). Мы показали, что алгоритм даёт большой 

выигрыш в реалистичных задачах. Сейчас мы реализуем данный алгоритм в 

программном пакете ADDA в отдельной ветке: 

https://github.com/inzhevatkin/adda/tree/Shifted_CG. 

https://github.com/inzhevatkin/adda/tree/Shifted_CG
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Рассуждения в [65], касающиеся сложности вычислений и объёма памяти 

можно считать верными и в нашем случае. Таким образом, требуется 

max
𝑖∈{1,…,s}

{𝑘𝑖} ⋅ (𝑐A + 4) + 2∑ 𝑘𝑖
𝑠
𝑖=1  векторные операции, где 𝑘𝑖 – число итераций 

𝑖 системы, 𝑐A – число векторных операций при вычислении произведения мат-

рицы на вектор; необходимый объём памяти: 3 + 2𝑠 векторов длиной 𝑛 плюс 

2 скаляра. Сходимость алгоритма остаётся открытым вопросом, поскольку 

теория в [65] относится к случаю, когда матрица 𝐀 эрмитова и положительно-

определённая, для неэрмитова случая требуются дальнейшие исследования. 

3. Блочные методы 

3.1 Предварительные детали 

Результаты по этой главе были кратко представлены в работе [73]. В за-

дачах усреднения величин рассеяния (сечения поглощения, экстинкции) по 

ориентациям частицы [74], а также при возбуждении точечным источником 

или быстрым электроном с переменным положением [75] требуется решать 

множество СЛАУ с одинаковой матрицей 𝐀, но разными правыми частями 𝐛𝑖. 

Для этого удобно использовать Блочный метод сопряжённых градиентов 

(BCG). При таком подходе комбинируются подпространства Крылова, кото-

рые соответствуют различным системам и решение ищется в таком наборе 

[76]: 

𝐱𝑙
(𝑘)
∈ 𝐱𝑙

(0)
+⋃ span {𝐫𝑖

(0)
, 𝐀𝐫𝑖

(0)
, 𝐀2𝐫𝑖

(0)
, … , 𝐀𝑘−1𝐫𝑖

(0)
}

s

i=1
. (50) 

Алгоритм позволяет делиться информацией между различными системами и 

поэтому уменьшает вычислительную нагрузку по сравнению с последователь-

ными запусками. Число умножений матрицы на вектор равно 𝑠 за одну итера-

цию для BCG и CG (применяемое к 𝑠 системам). При 𝑛 ≫ 𝑠 это является глав-

ным фактором, который влияет на время вычислений. В реальных задачах 
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число итераций (𝑁it) обычно намного меньше чем 𝑛 для стандартного и блоч-

ного метода. Систему для блочного алгоритма можно записать в виде: 𝐀𝐗 =

𝐁, где 𝐗, 𝐁 ∈ ℂ𝑛×𝑠. 

Основы метода BCG для вещественных систем уже были описаны в ра-

боте [77]. Однако, в МДД мы работаем с комплексно-симметричными неэрми-

товыми матрицами 𝐀 = 𝐀𝑇 ≠ 𝐀𝐻. В работе [69] представлен метод бисопря-

жённых градиентов (BiCG) для комплексно-симметричных матриц. Здесь по-

казано, что этот метод аналогичен CG с транспонированием вместо эрмитова 

сопряжения. Мы применили те же рассуждения к блочным алгоритмам, рас-

ширив BCG на случай комплексно-симметричной матрицы. В результате по-

лучился блочный алгоритм бисопряженных градиентов (BBiCG), который сов-

падает с алгоритмом BCG для вещественной симметричной матрицы. Таким 

образом, наша реализация основана на алгоритме из [77] (стр. 300, форма 

Hestenes-Stiefel). 

В работе [77] также упоминаются основные трудности применения BCG: 

обращение сингулярной или плохо обусловленной матрицы размера 𝑠 × 𝑠. В 

работе предлагается использовать QR-разложение или модифицированный 

процесс Грама-Шмидта для ортогонализации векторов направлений 𝐏 на каж-

дой итерации и перезапускать алгоритм или удалять избыточный столбец, 

если при этом получается матрица с неполным рангом. Аналогичный подход 

был использован в [78] (алгоритм 3, в некоторых источниках используется со-

кращение BCGbQ), который использует QR-разложение для устранения не-

полного ранга матрицы 𝐁 (начальная дефляция) и учитывает изменение ско-

рости сходимости для различных столбцов матрицы 𝐁. Также в работе обсуж-

далось, но не применялось удаление линейно зависимых векторов во время 

работы алгоритма (внутренняя дефляция). 

В другой работе [79] предложены различные варианты метода BCG. По-

сле тестирования видно, что наилучшие результаты показал BCG с ортогона-

лизацией матрицы остатков 𝐑 (на каждой итерации) при помощи QR-разложе-

ния (BCGrQ). Обобщение данного метода на комплексный случай приводится 
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в [80] (COCGrQ). В связи с этим, мы реализовали методы BBiCG, BCGbQ (без 

учёта скорости сходимости блоков) и COCGrQ в программном пакете ADDA 

в отдельной ветке https://github.com/inzhevatkin/adda/tree/Bicg_block. Далее мы 

расскажем об их тестировании. 

3.2 Тестирование 

Мы протестировали BBiCG, BCGbQ и COCGrQ (с нулевой инициализа-

цией, т.е. 𝐗0 = 𝟎) на шарах 𝑥 = 12,𝑚 = 1.5, 𝑛𝐷 = 12 (число диполей на диа-

метр шара). Эта задача соответствует 𝑛 =  2736, а матрица 𝐁 определяется 

направлениями падения излучения на частицу. Размер блока 𝑠 меняется от 1 

до 300, с шагом 5. Мы отдельно рассмотрели два случая: 1) полный диапазон, 

т.е. 0 ≤ 𝜑 ≤  360° и 0 ≤ 𝜃 ≤ 180°; 2) узкий диапазон, т.е. 0 ≤ 𝜑, 𝜃 ≤ 10−5° 

(соответствует очень близким направлениям). В обоих случаях углы падения 

выбираются равномерно из указанных диапазонов. Алгоритмы сходятся до от-

носительной невязки 10−6. Результаты представлены на Рис. 19, Рис. 20.  

 

Рис. 19. Ускорение по числу умножений матрицы на вектор от количества бло-

ков (𝑠) для алгоритма BCGbQ. 

https://github.com/inzhevatkin/adda/tree/Bicg_block
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Рис. 20. Аналогично Рис. 19 для алгоритма COCGrQ. 

Тесты показали, что COCGrQ превосходит другие подходы по числу 

умножений матрицы на вектор 𝑁M×V. С ростом числа блоков 𝑠, выигрыш по 

𝑁M×V растёт и достигает 5 при 𝑠 > 250. Кроме этого, алгоритм работает ста-

бильно и превосходит BBiCG при 𝑠 > 5 (данные для BBiCG не показаны) и 

BCGbQ при 𝑠 > 200. С одной стороны, COCGrQ не ломается и обеспечивает 

значительное ускорение (более чем в 5 раз). С другой стороны, ускорение не 

сильно зависит от диапазона углов падения. Можно ожидать, что блочный 

подход будет особенно эффективен для случая узкого диапазона (при 𝑠 ≈ 𝑁it), 

поскольку решение одной линейной системы даёт очень хорошее приближе-

ние для других. Но как видно из тестирования, этот эффект присутствует, но 

он незначительный. 

Помимо данных методов в программном пакете Mathematica мы проте-

стировали блочный метод сопряжённых градиентов с дефляцией (DSBlockCG) 

из работы [65] (стр. 167). Основная особенность метода – возможность удалять 

базисные вектора (полученные методом Ланцоша), норма которых меньше 
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значения отсечки (|𝐯𝑖| < tol, tol ~ 휀). Такая операция также называется дефля-

ция, что создаёт путаницу поскольку выше мы уже использовали этот термин. 

Мы протестировали DSBlockCG на реальных задачах и заметили, что |𝐯𝑖| ≫

tol и поэтому нельзя осуществить дефляцию. При увеличении tol до уровня, 

когда возможна дефляция, алгоритм сходится хуже, чем без дефляции. Это 

можно объяснить тем что, удаляя базисные вектора мы теряем полезную ин-

формацию, что отрицательно влияет на работу алгоритма. Единственное, где 

алгоритм показал ускорение – случай малого диапазона. Здесь, после алго-

ритма Ланцоша, на первых итерациях (≤ 𝑠) удалялись базисные вектора с ма-

лой нормой, что приводит к ускорению метода. 

3.3 Выводы по третьей главе 

Мы рассмотрели и протестировали несколько вариантов блочных мето-

дов на системах из МДД. Суть оптимизации – обмен информацией о подпро-

странствах Крылова для каждой правой части. Из тестирования наиболее ин-

тересных алгоритмов (BBiCG, BCGbQ и COCGrQ) видно, что метод COCGrQ 

работает стабильнее и быстрее остальных. Он позволяет ускорить вычисления 

более чем в 5 раз (при 𝑠 > 250) по сравнению с последовательным решением 

систем (с точки зрения умножения матрицы на вектор). COCGrQ даёт бо́льшее 

ускорение в случае узкого диапазона по сравнению с полным диапазоном уг-

лов падения излучения на частицу. Однако, данный эффект незначительный и 

для его увеличения мы применили дефляцию базисных векторов 

(DSBlockCG). Она помогла ускорить вычисления в случае узкого диапазона, 

но не показала положительных результатов в остальных задачах. 

4. Заключение 

В данной работе проведено исследование и применение различных под-

ходов для оптимизации решения СЛАУ в МДД. 

В первой главе мы предложили использовать модифицированное прибли-

жение ВКБ (ВКБп) для вычисления электрического поля внутри оптически 



52 

мягкой частицы. Основная идея ВКБп состоит в учёте преломления лучей на 

границе рассеивателя. Мы сделали вывод, что для приближения падающего 

невозмущённого поля ошибка составляет 𝒪(𝑥𝑝) + 𝒪(𝑝), для ВКБ – 𝒪(𝑥𝑝2) +

𝒪(𝑝), для ВКБп – 𝒪(𝑝). Таким образом, точность ВКБ уменьшается с увели-

чением 𝑥, а ВКБп – равномерно по 𝑥. Мы протестировали учёт различных яв-

лений в ВКБп, которые не влияют на порядок ошибок, так как для его измене-

ния требуется дополнительно учитывать первое внутреннее отражение и по-

следующую трассировку лучей (такой подход приближает нас к полной трас-

сировке лучей что выходит за рамки данной работы). В результате мы опреде-

лили два вида алгоритма: простой (ВКБп I) и сложный (ВКБп II), который яв-

ляется более точным. Моделирование с использованием программного пакета 

ADDA для шаров показало, что ВКБ и ВКБп всегда улучшают сходимость ите-

рационного алгоритма, и эффект становится более заметным с увеличением 

фазового сдвига 𝜌. Параметр также влияет на разницу между ВКБ и различ-

ными вариантами ВКБп. В частности, при 𝑥𝑝2 ≳ 1 ВКБп работает значительно 

лучше, чем ВКБ, а ВКБп II лучше, чем ВКБп I, когда дополнительно 𝑝 ≳ 0.1. 

Начиная с 𝜌 ≈ 50 стандартные подходы (падающее невозмущённое или нуле-

вое поле) терпят неудачу, приводя к стагнации итерационного алгоритма при 

недопустимо больших значениях невязки. В этом случае использование ВКБ 

или ВКБп становится единственным способом получить удовлетворительную 

сходимость. Хотя эти приближения не решают проблему полностью, они рас-

ширяют применимость МДД для больших оптически мягких частиц. Дальней-

шие исследования по ускорению МДД для крупных оптически мягких частиц 

могут быть основаны на геометрической оптике, которая включает учёт од-

ного или нескольких внутренних отражений. Однако настройка только началь-

ного предположения итеративного алгоритма имеет свои ограничения. По-

этому, настоящая гибридизация МДД и асимптотических методов потребует 

предобуславливателя (который будет применяться на каждой итерации), осно-

ванного на некотором легко вычисляемом приближении внутреннего поля. 
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Во второй главе мы предложили использовать другой вариант оптимиза-

ции вычислений – метод сопряжённых градиентов со сдвигами. Мы адаптиро-

вали данный алгоритм для комплексно-симметричной (неэрмитовой) мат-

рицы. И благодаря специальной структуре СЛАУ, мы применили метод в ка-

честве итерационного алгоритма в МДД. При этом мы решаем задачу сразу 

для набора частиц, у которых меняется только 𝑚. Суть оптимизации – на каж-

дой итерации мы находим базисный вектор (одно произведение матрицы на 

вектор), а затем вычисляем решение сразу для всех 𝜎𝑖 (небольшие дополни-

тельные вычисления). Мы показали, что алгоритм даёт большой выигрыш в 

реальных задачах. 

В третьей главе мы рассмотрели и протестировали несколько вариантов 

блочных методов применительно к системам из МДД. Суть оптимизации – об-

мен информацией о подпространствах Крылова для каждой правой части. Из 

тестирования удалось сделать вывод о стабильности алгоритмов и быстродей-

ствии. Показали, что блочные методы могут значительно ускорить вычисле-

ния (более чем в 5 раз) по сравнению с последовательным решением систем. 

Показали, что узкий диапазон углов падения излучения на частицу (по сравне-

нию с полным) увеличивает ускорение блочных методов. Однако, данный эф-

фект незначительный и для его увеличения можно применять дефляцию ба-

зисных векторов. 
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Список сокращений 

R0 – область без решений Ур. (8), сюда не приходит ни один луч; область тени 

внутри шара. 

R1 – область с одним решением, сюда приходит один луч; основная область. 

R2 – область с двумя решениями, здесь пересекаются двух луча. 

〈𝐚, 𝐛〉 ≝ 𝐛𝐻𝐚 – скалярное произведение. 
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