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1. Введение 

Бесселевы пучки являются особым классом структурированного 

электромагнитного излучения и находят применение в широком спектре 

передовых технологий фотоники. Одной из наиболее замечательных 

особенностей бесселева пучка является отсутствие дифракции, т. е. 

способность распространяться, сохраняя профиль вблизи оси пучка. 

Подобно плоской волне, такие идеальные бесселевы пучки имеют 

бесконечный поток энергии и мощности, следовательно, не могут быть 

получены экспериментально. Однако использование конечных апертур 

позволяет получить усеченный бесселев пучок, который правильнее 

называть «дифракционно-компенсированным», так как расходимость в нем 

компенсируется боковым подводом энергии [1]. Такие квази-бесселевы 

пучки могут распространяться на большие расстояния без существенной 

расходимости. Много усилий было направлено на создание бесселевых 

пучков более высокого порядка и/или вихревых пучков с использованием 

различных фазовых преобразователей волны или конических линз 

(аксиконов) [2], голограмм [3], или метаповерхностей [4]. Полученные 

бесселевы пучки активно используются в таких областях, как оптические 

манипуляции [5,6], обработка материалов [7,8], и визуализация [9]. 

За последние два десятилетия теоретическое описание векторных 

бесселевых пучков имело большой интерес и рассматривалось во многих 

трудах. В некоторых работах [10–12] удалось описать некоторые типы 

векторных бесселевых пучков с использованием подхода Дэвиса — где 

электромагнитное поле пучков выводится через векторные потенциалы 

Герца, а также с помощью углового спектрального разложения (в 

иностранной литературе используется термин ASD method — angular 

spectrum decomposition) [13]. Несмотря на существующие расхождения 

среди названий различных типов векторных бесселевых пучков, можно 
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выделить следующие типы: пучки с осесимметричной плотностью энергии 

(circularly symmetric energy density — CS тип); пучки с поперечным 

электрическим или магнитным полем — TE и TM типы соответственно; и 

пучки с линейными поляризациями электрического или магнитного поля — 

LE и LM типы соответственно. Также существуют пучки с нецелым 

порядком, однако в данной работе они не рассматриваются [14,15]. Важно 

отметить, что предыдущие теоретические описания в основном 

фрагментарны и сосредоточены на конкретных приложениях. Более общие 

классификации [12,15,16] громоздки, поскольку за длинными формулами 

скрываются связи между различными типами пучков Бесселя. Более того, 

обсуждение базисов бесселевых пучков хоть и затрагивалось в предыдущих 

работах, но не было полноценным. Наконец, во всех существующих 

описаниях отсутствует обсуждение преобразований вращения бесселевых 

пучков (частично обсуждалось в [17]), что необходимо для обобщения 

формализма матрицы рассеяния (исчисления Мюллера [18]), обычно 

используемого в случае рассеяния плоских волн. 

Во многих применениях бесселевых пучков важную роль играет 

процесс рассеяния света на различных объектах. Несмотря на то, что 

рассеяние бесселевых пучков на частицах простой формы, такой как шар 

или сфероид, не единожды рассматривалось в литературе [13,19–25], их 

рассеяние на частицах сложной формы встречается значительно реже 

[26,27]. Также зачастую, исследуемые объекты, освещаемые бесселевыми 

пучками, находятся на какой-либо подложке. Поэтому, также важно 

учитывать вклад подложки в результирующее поле. Исследование 

процессов отражения или преломления бесселевых пучков вблизи границы 

раздела различных сред приводилось в работах [28–32]. 

Целью данной работы является создание инструмента для 

моделирования рассеяния бесселевых пучков частицами произвольной 

формы, находящихся вблизи плоской подложки. Для этого используется 
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метод дискретных диполей (МДД), который является численно точным 

методом вычисления рассеяния и поглощения электромагнитных волн 

частицами произвольной формы [33,34]. Суть метода заключается в том, 

что рассеивающая частица делится на малые кубические объёмы, которые 

могут быть заменены на точечные диполи. Они взаимодействую друг с 

другом и с падающей волной. Ввиду объемной дискретизации, МДД 

позволяет рассматривать задачу рассеяния для частиц произвольной 

формы. 

Одной из существующих реализаций МДД является программный 

пакет ADDA [35], который является универсальным инструментом, 

подходящим для широкого спектра применений, от межзвездной пыли и 

атмосферных аэрозолей до биологических клеток и нано-частиц; его 

применимость ограничена только доступными компьютерными ресурсами. 

Более того, в ADDA уже имеется реализация рассеяния плоских волн 

вблизи плоской подложки, которую можно использовать для реализации 

рассеяния бесселевых пучков, разложив их в суперпозицию плоских волн. 

Таким образом, основной целью данной работы была реализация 

моделирования рассеяния бесселевых пучков частицами, находящимся 

вблизи плоской подложки, методом дискретных диполей в программном 

пакете ADDA. 
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2. Основная часть 

2.1. Литературный обзор 

2.1.1. Рассеяние электромагнитных волн 

Эта глава следует изложению из [36]. Падение электромагнитной 

волны на препятствие в виде отдельного электрона, молекулы или частицы, 

вызывает колебательное движение входящих в состав заряженных частиц. 

Ускоренное движение заряженных частиц порождает вторичное излучение 

— рассеянное излучение. При этом часть энергии падающей 

электромагнитной волны может перейти в другие виды энергии, например, 

во внутреннею энергию частицы. В таком случае имеет место процесс 

поглощения. Принцип рассеяния электромагнитной волны частицей 

схематично изображен на Рис. 1 и Рис. 2. Рассеивающую частицу можно 

разбить на малые объемы, и результирующее рассеянное поле в точке Р 

будет являться суммой всех элементарных волн от малых объемов, на 

которые разбита частица. 

 
Рис. 1. Схема рассеяния света частицей [36].  

При их сложении должны учитываться фазовые соотношения между 

элементарными волнами, которые зависят от направления рассеяния. В 
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результате рассеянное поле также будет меняться в зависимости от 

направления рассеяния.  

 
Рис. 2. Иллюстрация полей [36] .  

Для описания рассеяния и поглощения электромагнитных волн 

необходимо опираться на систему уравнений Максвелла [36]: 

∇ ∙ 𝐃 = 	𝜌!, (1) 

∇ × 𝐄 +
𝜕𝐁
𝜕𝑡

= 0, (2) 

∇ ∙ 𝐁 = 0, (3) 

∇ × 𝐇 = 	 𝐉! +	
𝜕𝐃
𝜕𝑡
, (4) 

где E – напряженность электрического поля, B – магнитная индукция, D – 

электрическая индукция, H — напряженность магнитного поля, 𝜌! —

плотность свободных зарядов, 𝐉! — плотность свободных токов. Здесь и 

далее мы работаем в частотной области и поэтому опускаем временную 

зависимость exp(−i𝜔𝑡) электромагнитных волн. Напряженность 

магнитного поля и электрическая индукция определяются следующими 

равенствами: 

𝐃 = 	 𝜀"𝐄 + 𝐏, (5) 

𝐇 =	
𝐁
𝜇"
−𝐌, (6) 
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где P — электрическая поляризация (средний электрический дипольный 

момент единицы объема), M — намагниченность (средний магнитный 

дипольный момент единицы объема), 𝜀" — диэлектрическая 

проницаемость, а 𝜇" — магнитная проницаемость свободного 

пространства. Также важным для моделирования процесса светорассеяния 

и поглощения является одно из материальных уравнений: 

𝐏 = 	 𝜀"𝜒𝐄, (7) 

где 𝜒 — электрическая восприимчивость, которая в общем случае зависит 

от свойств рассматриваемой среды. Также решения Е и Н системы 

уравнений Максвелла и материальных уравнений должны удовлетворять 

граничным условиям.  

Учитывая линейность уравнений Максвелла и представляя 

произвольную падающую волну в виде суперпозиции плоских 

монохроматических волн (представление в виде преобразования Фурье), 

задачу рассеяния можно решать для двух плоских волн с ортогональными 

поляризациями [36], что рассмотрено подробнее ниже. При этом при 

решении задачи рассеяния электромагнитной волны немагнитными 

частицами (𝜇 = 1) достаточно ограничиться рассмотрением только 

электрического поля. Геометрию рассеяния плоской волны частицей можно 

определить следующим образом (Рис. 3): ось z задается направлением 

распространения падающей волны. Начало декартовой системы координат 

(x, y, z) можно установить на любой точке рассеивающей частицы.  
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Рис. 3. Геометрия рассеяния плоской волны произвольной частицей [36]. 

Направление рассеяния 𝐞 и 𝐞# задают плоскость рассеяния, 

аналогичную плоскости падения в задачах отражения на плоской границе. 

Плоскость рассеяния однозначно определяется азимутальным углом 𝜑, за 

исключением случая, когда 𝐞$ параллелен оси z. В этом случае (𝐞$ = ±𝐞#) 

в качестве плоскости рассеяния может быть выбрана любая плоскость, 

содержащая ось z. Вектор 𝐄% – падающего электрического поля (индекс i – 

incident), лежащий в плоскости ху, можно разложить на параллельную (𝐄‖%) 

и перпендикулярную (𝐄'%) к плоскости рассеяния компоненты:  

𝐄% = B𝐄"‖𝐞‖% + 𝐄"'𝐞'%C exp(i𝑘𝑧) = 𝐸‖%𝐞‖% + 𝐸'%𝐞'%, (8) 

где 𝑘 = 2𝜋𝑛(/𝜆 — волновое число в среде, окружающей частицу, 𝑛(	—

показатель преломления, а 𝜆 — длина волны падающего света в вакууме.  

Векторы ортонормированного базиса  

𝐞'% = sin𝜑 𝐞) − cos𝜑 𝐞*, 𝐞‖% = cos𝜑 𝐞) + sin𝜑 𝐞*, (9) 

вместе с 𝐞# образуют правую тройку:  

𝐞'% × 𝐞‖% = 𝐞#. (10) 
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В дальней зоне, т.е. на достаточно больших расстояниях от начала 

координат (𝑘𝑟 ≫ 1), рассеянное электрическое поле 𝐄+ (индекс s — 

scattering) приближенно является поперечным (𝐞$ ⋅ 𝐄+ ≅ 0) и имеет 

асимптотический вид  

𝐄+ ∼
𝑒%,$

−i𝑘𝑟
𝐀, 𝑘𝑟 ≫ 1, (11) 

где 𝐞$ ∙ 𝐀 = 0. Соответственно рассеянное поле в дальней зоне может быть 

записано как  

𝐄+ = 𝐸‖+𝐞‖+ + 𝐸'+𝐞'+. (12) 

Базисный вектор 𝐞‖+ параллелен, а 𝐞'+ перпендикулярен плоскости 

рассеяния. Отметим, что 𝐄+ и 𝐄% определены в различных системах 

базисных векторов. Вследствие линейности граничных условий амплитуда 

поля, рассеянного произвольной частицей, является линейной функцией 

амплитуды падающего поля. Связь между падающим и рассеянным полями 

удобно представить в матричном виде: 

X
𝐸∥+
𝐸'+

Y = 	
𝑒%,($/#)

−i𝑘𝑟
X𝑆1 𝑆2
𝑆3 𝑆(

Y X
𝐸∥%
𝐸'%

Y, (13) 

где элементы 𝑆4 (j = 1,2,3,4) - элементы амплитудной матрицы рассеяния, 

которые, как правило, зависят от угла рассеяния 𝜃 и азимутального угла 𝜑. 

В задачах рассеяния крайне важную роль играют параметры Стокса 

(𝐼%, 𝑄%, 𝑈%, 𝑉%), которые являются альтернативной формой описания 

поляризованного света. При этом, они выражаются через непосредственно 

измеряемые величины [36]: 

𝐼 = 	𝐸∥𝐸∥∗ +	𝐸'𝐸'∗ , (14) 

𝑄 = 	𝐸∥𝐸∥∗ −	𝐸'𝐸'∗ , (15) 

𝑈 = 	𝐸∥𝐸'∗ +	𝐸'𝐸∥∗, (16) 

𝑉 = iB𝐸∥𝐸'∗ −	𝐸'𝐸∥∗C. (17) 
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Вектор Стокса для рассеянной волны можно выразить через вектор Стокса 

падающей волны с помощью матрицы рассеяния, которую также называют 

матрицей Мюллера. Элементы матрицы рассеяния определяются 

амплитудной матрицей рассеяния: 

`

𝐼+
𝑄+
𝑈+
𝑉+

a = 	
1

𝑘1𝑟1
`

𝑆(( 𝑆(1 𝑆(2 𝑆(3
𝑆1( 𝑆11 𝑆12 𝑆13
𝑆2( 𝑆21 𝑆22 𝑆23
𝑆3( 𝑆31 𝑆32 𝑆33

a`

𝐼%
𝑄%
𝑈%
𝑉%

a	, (18) 

𝑆(( =	
1
2
(|𝑆(|1 +	|𝑆1|1 +	|𝑆2|1 +	|𝑆3|1), (19) 

𝑆(1 =	
1
2
(|𝑆1|1 −	|𝑆(|1 +	|𝑆3|1 −	|𝑆2|1), (20) 

𝑆(2 = 	Re(𝑆1𝑆2∗ +	𝑆1𝑆2∗), (21) 

𝑆(3 = 	Im(𝑆1𝑆2∗ −	𝑆1𝑆2∗), (22) 

𝑆1( =	
1
2
(|𝑆1|1 −	|𝑆(|1 −	|𝑆3|1 +	|𝑆2|1), (23) 

𝑆11 =	
1
2
(|𝑆1|1 + |𝑆(|1 −	|𝑆3|1 −	 |𝑆2|1), (24) 

𝑆12 = 	Re(𝑆1𝑆2∗ −	𝑆(𝑆3∗), (25) 

𝑆13 = 	Im(𝑆1𝑆2∗ +	𝑆(𝑆3∗), (26) 

𝑆2( = 	Re(𝑆1𝑆3∗ +	𝑆(𝑆2∗), (27) 

𝑆21 = 	Re(𝑆1𝑆3∗ −	𝑆(𝑆2∗), (28) 

𝑆22 = 	Re(𝑆(𝑆1∗ +	𝑆2𝑆3∗), (29) 

𝑆23 = 	Im(𝑆1𝑆(∗ +	𝑆3𝑆2∗), (30) 

𝑆3( = 	Im(𝑆1𝑆3∗ +	𝑆2𝑆(∗), (31) 

𝑆31 = 	Im(𝑆1𝑆3∗ −	𝑆2𝑆(∗), (32) 

𝑆32 = 	Im(𝑆(𝑆1∗ −	𝑆2𝑆3∗), (33) 

𝑆33 = 	Re(𝑆(𝑆1∗ −	𝑆2𝑆3∗). (34) 

Параметры Стокса для волны, рассеянной множеством частиц, 

являются суммой параметров Стокса для волн, рассеянных каждой 

частицей. В связи с этим, матрица рассеяния также является суммой матриц 
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рассеяния для отдельных частиц. Обобщение формализма матриц 

рассеяния для основных типов бесселевых пучков проведено в предыдущей 

работе [17]. 

2.1.2. Отражение и преломление света 

В случае, когда рассеивающая частица находится вблизи подложки, 

необходимо учитывать явление отражения и преломления падающего света 

на границе раздела сред. Здесь и далее будем обозначать за 𝑛( показатель 

преломления среды, в которой находится рассеивающая частица, а за 𝑛1 – 

показатель преломления подложки. Исходное поле плоской волны в 

однородной среде обозначим 𝐄", отраженное поле 𝐄6 и преломленное поле 

𝐄7. Соответствующим образом обозначим волновые вектора исходного 

поля, отраженного и преломленного: 𝐤", 𝐤6 и 𝐤7. При этом падающее поле 

𝐄% из предыдущего раздела 2.1.1 будет зависеть от направления падения 

исходного поля 𝐄": если волна падает на частицу сверху подложки, то 

падающее поле будет равно 𝐄% = 𝐄" + 𝐄6; если же волна приходит из 

подложки, то 𝐄% = 𝐄7 (Рис. 4). Далее в этом разделе под падающей волной 

будем подразумевать именно исходное поле для более стандартного 

описания. 
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Рис. 4. Схема падающего на частицу поля при наличии подложки, а) когда поле падает 

сверху подложки, б) когда поле приходит из подложки. 

После, следует детальнее рассмотреть процесс отражения и 

преломления плоских волн в соответствии с изложением из [37] и [38]. В 

первую очередь выполняется закон отражения: угол падения равен углу 

отражения 𝜃" = 𝜃6. Также выполняется закон преломления Снеллиуса: 

𝑛( sin 𝜃" = 𝑛1 sin 𝜃7. Оба этих закона являются следствием волновой 

природы света и вытекают из граничных условий.  

Поляризация падающей волны влияет на то, как она будет отражаться 

и преломляться при падении на границу раздела двух сред с показателями 

преломления 𝑛( и 𝑛1, в общем случае комплексными. Вектор 

напряжённости электрического поля падающей электромагнитной волны 

𝐄" можно разложить в две поляризации — перпендикулярную и 

параллельную плоскости падения (плоскость, в которой лежат 𝐤" и 𝐧 — 

вектор нормали границы раздела сред). Перпендикулярную поляризацию 

еще называют s-поляризацией, а параллельную p-поляризацией (Рис. 5), и 

выражения для единичных векторов электрического поля записываются так 

[38]: 
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𝐞+ =
𝐧 × 𝐤"
‖𝐧 × 𝐤"‖

, 𝐞8 =
𝐤" × 𝐞+
𝑘"

. (35) 

 
Рис. 5. Падающая, отражённая и преломлённая волны на границе раздела двух сред а) 

для s -поляризации и б) для p-поляризации. 

Амплитуды отраженной 𝐸6 и преломленной 𝐸7 волн выражаются через 

амплитуду падающего поля с помощью коэффициентов отражения 𝑟 =

𝐸6 𝐸"⁄  и преломления 𝑡 = 𝐸7 𝐸"⁄ . Коэффициенты отражения и преломления 

𝑟+, 𝑟8 и 𝑡+, 𝑡8 для s и p поляризаций, соответственно, определяются 

формулами Френеля: 

𝑟+ =
𝑛( cos 𝜃" − 𝑛1 cos 𝜃9
𝑛( cos 𝜃" + 𝑛1 cos 𝜃9

, 𝑡+ =
2𝑛( cos 𝜃"

𝑛( cos 𝜃" + 𝑛1 cos 𝜃9
, 

𝑟8 =
𝑛1 cos 𝜃" − 𝑛( cos 𝜃9
𝑛1 cos 𝜃" + 𝑛( cos 𝜃9

, 𝑡8 =
2𝑛( cos 𝜃"

𝑛1 cos 𝜃" + 𝑛( cos 𝜃9
, 

(36) 

где 𝜃", и 𝜃9 — углы между нормалью границы раздела сред и волновыми 

векторами падающей и преломленной волны (см. Рис. 5). 

Особыми случаями являются падение волны под углом Брюстера и 

случай полного внутреннего отражения. В первом случае, при падении под 

углом  
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𝜃Б = arctan
𝑛1
𝑛(
, (37) 

отсутствует отраженная волна, что следует из закона Снеллиуса и Ур. (36). 

Следующий особый случай — полное внутреннее отражение возникает, 

когда угол падения достигает значения 

𝜃" = arcsin
𝑛1
𝑛(
. (38) 

При падении под таким углом преломленная волна распространяется 

параллельно границе раздела сред. 

2.1.3. Метод дискретных диполей и ADDA 

Метод дискретных диполей является численно точным общим 

методом моделирования рассеяния и поглощения электромагнитных волн 

частицами произвольной формы [34]. Программа ADDA является 

реализацией метода дискретных диполей с открытым кодом на языке 

программирования С [35]. Данный метод подразумевает решение системы 

линейных уравнений относительно неизвестных дипольных поляризаций 

𝐏;: 

𝛂n%/(𝐏; − 𝜔1𝜇"o𝐇n ;4	𝐏4 =	𝐄;%=>	,
4?;

 (39) 

где 𝐄;%=> — падающее электромагнитное поле, 𝛂n;/( — дипольная 

поляризуемость (в общем случае является тензором), 𝐇n ;4 — в общем случае 

член, отвечающий за взаимодействие диполей (тензор Грина окружающей 

среды). Решение системы линейных уравнений в ADDA реализовано с 

помощью итерационного метода. В случае рассеяния в свободном 

пространстве 𝐇n ;4 =	𝐆n;4. При наличии поверхности в этом выражении 

появляется слагаемое, связанное с отражением 𝐑n ;4 (𝐇n ;4 =	𝐆n;4 +	𝐑n ;4). 

Полное поле внутри однородной частицы 𝐄; (внутреннее поле) создается 

массивом диполей. Оно также называется макроскопическим полем. Его 
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следует отличать от возбуждающего электрического поля 𝐄;@A>, которое 

является суммой 𝐄;%=> и поля, созданного всеми диполями кроме 𝑖-го. Таким 

образом поляризацию можно записать 

𝐏; =	𝛂n;𝐄;@A> =	 𝜀"𝑉B𝜒;𝐄;	, (40) 

где 𝑉B =	𝑑2	— объем диполя и 𝜒; = (𝜀; 𝜀"⁄ ) − 1 — восприимчивость среды 

вблизи диполя (𝜀; — диэлектрическая проницаемость среды в 

местоположении данного диполя). 

В ADDA реализованы различные выражения для поляризуемости, 

например, самая простая из них формула Клаузиуса–Моссотти (CM)  

𝛂n;CD = 	3𝜀"
𝜀; − 𝜀"
𝜀; + 2𝜀"

	 𝐈̅𝑉B	, (41) 

где 𝐈̅ — единичный тензор. 

В свободном пространстве взаимодействие диполей описывается 

тензором Грина: 

𝐆n;4 =	𝐆nB𝐫; , 𝐫4C =
exp(i𝑘𝑅)
4𝜋𝑅

zX𝐈̅ 	− 	
𝐑⊗ 𝐑
𝑅1

Y −	
1 − i𝑘𝑅
𝑘1𝑅1

X𝐈̅ − 3
𝐑⊗ 𝐑
𝑅1

Y|	, (42) 

где 𝐫; — радиус-вектор центра диполя, 𝐑 = 	𝐫; −	𝐫4, 𝑅 = 	 |𝐑|, 𝐑⊗ 𝐑 — 

тензор, определяемый равенством (𝐑⊗ 𝐑)EF =	𝑅E𝑅F. 

Программа ADDA позволяет вычислять матрицу Мюллера и другие 

характеристики рассеяния для частицы произвольной формы [35]. В 

качестве падающего поля в ADDA уже имеется реализация для плоской 

волны и всех типов бесселевых пучков, что частично было реализовано в 

рамках предыдущей работы [17]. И хотя в той работе уже были показаны 

взаимосвязи различных типов бесселевых пучков, в ней не было детального 

обсуждения различных базисов этих пучков.  

Вычисление величин рассеяния частицами, находящимися вблизи 

плоской подложки, в ADDА доступно только для плоской волны. Для того, 

чтобы реализовать рассеяние бесселевых пучков вблизи плоской подложи, 

удобно воспользоваться имеющейся реализацией для плоской волны, 



 17 

разложив бесселев пучок в суперпозицию плоских волн, что обсуждается в 

разделе 2.1.5. 

2.1.4. Описание бесселевых пучков 

2.1.4.1. Векторные потенциалы Герца 

Данный раздел частично повторят изложение нашей статьи по 

классификации бесселевых пучков [39], а также ряд результатов из трудов 

конференций [40–42]. Мы рассматриваем монохроматические 

электромагнитные волны (пучки) с временной зависимостью exp(−i𝜔𝑡) в 

однородной изотропной среде (с абсолютной диэлектрической 

проницаемостью 𝜀, проницаемостью 𝜇 и волновым сопротивлением 𝜂 ≝

�𝜇 𝜀⁄ ) без явного учета источников, которые их производят. Другими 

словами, мы предполагаем, что источники расположены на бесконечности. 

В данной работе используются единицы СИ, хотя это делает некоторые 

выражения немного более сложными, чем для обычно используемой 

системы СГС. Тогда уравнения Максвелла имеют вид [37]: 

∇ × 𝐄(𝐫) = i𝜔𝜇𝐇(𝐫),
∇ × 𝐇(𝐫) = −i𝜔𝜀𝐄(𝐫), (43) 

что подразумевает, что электрическое и магнитное поля (𝐄 и 𝐇) 

удовлетворяют однородному векторному уравнению Гельмгольца: 

∇1𝐄(𝐫) + 𝑘1𝐄(𝐫) = 0, (44) 

∇ × ∇ × 𝐄(𝐫) − 𝑘1𝐄(𝐫) = 0, (45) 

где 𝑘 ≝ 𝜔√𝜀𝜇 — волновое число, и эти два уравнения эквивалентны, 

поскольку ∇ ⋅ 𝐄(𝐫) = 0. Однако Ур. (45) [но не Ур. (44)] влечет ∇ ⋅ 𝐄(𝐫) = 0 

и, таким образом, само по себе эквивалентно Ур. (43). Здесь и далее мы 

приводим выражения в основном для 𝐄(𝐫), так как оно однозначно 

определяет 𝐇(𝐫) через Ур. (43). Мы также опускаем для краткости общую 

зависимость полей, потенциалов и т. д. от 𝐫. Мы рассматриваем 
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произвольные 𝑘, в том числе комплексные. Сильно поглощающая внешняя 

среда означает, что поля затухают на малом расстоянии, что несовместимо 

с источниками поля, расположенными далеко от рассеивающей частицы. 

Однако, слабо поглощающая среда (относительно малая мнимая часть 𝑘) 

совместима с такой задачей рассеяния. Практические аспекты генерации 

бесселевых пучков в такой среде выходят за рамки данной работы. 

Для описания различных типов бесселевых пучков удобно 

использовать векторные потенциалы Герца [10]. Они связаны с более 

популярными скалярным и векторным потенциалами (𝜙, 𝐀), которые 

определяют электромагнитное поле как: 

𝐄 = −∇𝜙 + i𝜔𝐀, (46) 

𝐇 =
1
𝜇
∇ × 𝐀. (47) 

Электрический 𝚷@ и магнитный 𝚷G векторные потенциалы вводятся 

следующим образом [43]: 

𝐀 = −i𝑘1𝜔/(𝚷@ + 𝜇∇ × 𝚷G, (48) 

𝜙 = −∇ ⋅ 𝚷@, (49) 

что подразумевает Лоренцевскую калибровку для 𝜙 и 𝐀 и то, что эти 

потенциалы удовлетворяют скалярному и векторному уравнениям 

Гельмгольца соответственно [Ур. (44)]. Заметим, однако, что это 

калибровочное условие однозначно определяет потенциалы только в том 

случае, если дополнительно требуется, чтобы они достаточно быстро 

затухали на бесконечности [44]. В рассмотренном здесь случае без 

источников это означало бы обращение в ноль как потенциалов, так и полей 

во всем пространстве. Из Ур. (46)–(49) вытекают следующие выражения 

для полей: 

𝐄 = ∇∇ ⋅ 𝚷@ + 𝑘1𝚷@ + i𝑘𝜂∇ × 𝚷G, (50) 

𝐇 = ∇ × (∇ × 𝚷G − i𝑘𝜂/(𝚷@), (51) 



 19 

что оставляет большую свободу выбора 𝚷@ и 𝚷G для заданных полей. 

Первое ограничение, которое мы постулируем, заключается в том, что и 𝚷@ 

и 𝚷G удовлетворяют векторному уравнению Гельмгольца [Ур. (44)] [44]. 

Это позволяет нам переписать Ур. (50) в форме, аналогичной Ур. (51) 

𝐄 = ∇ × (∇ × 𝚷@ + i𝑘𝜂𝚷G). (52) 

И наоборот, любые 𝚷@ и 𝚷G — решения Ур. (44) — при подстановке в 

Ур. (50), (51) приводят к тому, что 𝐄 и 𝐇 удовлетворяют Ур. (43). 

Кратко упомянем остальные степени свободы, которые мы не 

фиксируем. Во-первых, для любой функции 𝑔, удовлетворяющей 

скалярному уравнению Гельмгольца 

∇1𝑔 + 𝑘1𝑔 = 0, (53) 

𝚷@ (или 𝚷G) можно увеличить на ∇𝑔 без изменения полей, но уменьшить 

∇ ⋅ 𝚷@ (или ∇ ⋅ 𝚷G) на 𝑘1𝑔. Такое изменение 𝚷@ (но не 𝚷G) также изменяет 

𝜙 и 𝐀 без нарушения калибровки Лоренца. Другими словами, только 

роторы этих векторных потенциалов определяют поля. Во-вторых, на поля 

не влияет одновременное увеличение 𝚷@ и 𝚷G любыми вспомогательными 

полями 𝐄H и 𝐇H, соответственно, если эти поля удовлетворяют Ур. (43). 

Комбинируя вышеуказанные параметры, либо 𝚷@, либо 𝚷G можно 

установить равным нулю — тогда другой будет равен соответствующему 

(электрическому или магнитному) полю, деленному на 𝑘1. 

Для бесселевых пучков, распространяющихся вдоль оси 𝑧, и 𝚷@ и 𝚷G 

имеют следующий простой функциональный вид в цилиндрической 

системе координат [11] 

𝑓I(𝐫) = 𝐽I(𝑘7𝜌)𝑒%IJ𝑒%,!#, (54) 

где 𝐽I — функция Бесселя первого рода (𝑛 — порядок бесселева пучка), 

𝑘7 ≝ 𝑘 sin 𝛼" и 𝑘# ≝ 𝑘 cos 𝛼" — поперечная и продольная компоненты 

волнового вектора 𝑘, соответственно, а 𝛼" — угол аксикона (Рис. 6). В более 

общем смысле 𝑘7 и 𝑘# могут быть произвольными комплексными 
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значениями с единственным ограничением 𝑘71 + 𝑘#1 = 𝑘1, но в большинстве 

приложений рассматриваются вещественные углы 𝛼", т. е. отношения 

любых двух из этих волновых чисел являются вещественные. 

 
Рис. 6. Геометрия формирования бесселева пучка с помощью аксикона (конической 

линзы). В пределе 𝛼! → 0 пучок представляет собой плоскую волну [45].  

Некоторые исследователи [26,32,46] вводят дополнительный множитель iI 

в определение 𝑓I [Ур. (54)], что влияет на постоянные множители во всех 

дальнейших соотношениях, где присутствуют несколько порядков 𝑓I (или 

соответствующих потенциалов или полей). В этой работе рассматриваются 

только целые значения 𝑛, так как в противном случае 𝑓I имеет разрывы по 

𝜑. Важно отметить, что 𝑓I является решением Ур. (53) таким образом, 

любая линейная суперпозиция 𝑓I с постоянными векторами (и 

потенциально разными 𝑛 и 𝛼") удовлетворяет Ур. (44) и соответствует либо 

𝚷@, либо 𝚷G. 

Прежде чем продолжить, введем удобное обозначение 𝐞± ≝ 𝐞) ± i𝐞* 

(где 𝐞) и 𝐞* — единичные векторы вдоль соответствующих осей), 

обладающее следующими свойствами 

𝐞± × 𝐞# = ±i𝐞±, 𝐞∓ × 𝐞± = ±2i𝐞#,

𝐞± × 𝐞± = 𝐞± ⋅ 𝐞± = 0, 𝐞± ⋅ 𝐞∓ = 2. 
(55) 
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Обратите внимание, что мы определяем (билинейное) скалярное 

произведение без сопряжения второго аргумента как совместимое с 

обозначением дивергенции, т. е. это не настоящее скалярное произведение 

двух комплексных векторов. Последнее можно получить с помощью 

тривиального соотношения 𝐞±∗ = 𝐞∓, где * обозначает комплексно-

сопряженное число. Подобные круговые единичные векторы 

распространены, например, в описании векторных сферических гармоник, 

например, в [11], но здесь мы оставляем их не нормированными (на √2) для 

упрощения дальнейших выражений. Далее элементарное исчисление с 

рекуррентными соотношениями для функций Бесселя приводит к 

следующим тождествам: 

∇𝑓I = i𝑘#𝑓I𝐞# +
𝑘9
2
(𝑓I/(𝐞M − 𝑓IM(𝐞/), (56) 

∇ × (𝑓I𝐞#) =
i𝑘9
2
(𝑓I/(𝐞M + 𝑓IM(𝐞/),

∇ × (𝑓I𝐞±) = ±𝑘#𝑓I𝐞± − i𝑘9𝑓I±(𝐞#, 

(57) 

∇ ⋅ (𝑓I𝐞#) = i𝑘#𝑓I, ∇ ⋅ (𝑓I𝐞±) = ∓𝑘9𝑓I±(, (58) 

∇ × ∇ × (𝑓I𝐞#) = i𝑘#∇𝑓I + 𝑘1𝑓I𝐞#

= 𝑘91𝑓I𝐞# + i
𝑘#𝑘9
2

(𝑓I/(𝐞M − 𝑓IM(𝐞/), 
(59) 

∇ × ∇ × (𝑓I𝐞±) = ∓𝑘9∇𝑓I±( + 𝑘1𝑓I𝐞±

=
𝑘1 + 𝑘#1

2
𝑓I𝐞± ∓ i𝑘#𝑘9𝑓I±(𝐞# +

𝑘91

2
𝑓I±1𝐞∓. 

(60) 

В литературе не встречалось явное обсуждении этих соотношений, 

однако они делают большинство следующих выражений и выводов 

существенно более краткими. Обратите внимание, что роторы и двойные 

роторы в Ур. (57), (59), (60) бездивергентны и служат строительными 

блоками для полей, обусловленных Ур. (50), (51) как показано в следующем 

разделе. Однако не все они линейно независимы, если несколько порядков 
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𝑛 рассматривать вместе (см. раздел 2.2.1). В частности, ∇ × #𝑓𝑛𝐞𝑧$ и 

∇ × ∇ × #𝑓𝑛𝐞𝑧$ — цилиндрические векторные волновые функции (ЦВВФ), 

которые, как известно, представляют собой полный базис для разложения 

электромагнитного поля в свободном пространстве [47,48]. 

2.1.4.2. Известные типы бесселевых пучков 

Варьируя направление векторных потенциалов Герца, мы получаем 

различные типы пучков [10], которые в литературе иногда называют 

дэвисовыми бесселевыми пучками (Davis Bessel beams) [12]. Следующие 

выражения поля могут быть легко получены с помощью Ур. (55)–(60). 

ТЕ и ТМ (поперечные электрические и магнитные) бесселевы пучки 

получаются из 𝚷G = 𝜂/(П"𝑓I𝐞#, 𝚷@ = 0 и 𝚷@ = П"𝑓I𝐞#, 𝚷G = 0 

соответственно. Обозначим соответствующие поля 𝐄PQ и 𝐇PD, 

соответственно; они имеют нулевые 𝑧-компоненты. Сопутствующие поля 

𝐇PQ и 𝐄PD обычно не имеют нулевых компонент. Амплитуды 

(коэффициенты масштабирования) для 𝚷@ связаны с амплитудами 

электрического поля как П" = 𝐸" 𝑘1⁄ . Здесь и далее для упрощения мы 

опускаем индекс 𝑛 для полей и потенциалов, если только в одном 

уравнении не встречаются разные порядки. Электрические поля ТЕ и ТМ 

пучков следующие: 

𝐸PQ,) = −
𝐸"𝑘9
2𝑘

(𝑓I/( + 𝑓IM(), 𝐸PQ,* = i
𝐸"𝑘9
2𝑘

(𝑓IM( − 𝑓I/(),

𝐸PQ,# = 0, 
(61) 

𝐸PD,) = i
𝐸"𝑘9𝑘#
2𝑘1

(𝑓I/( − 𝑓IM(),

𝐸PD,* = −
𝐸"𝑘9𝑘#
2𝑘1

(𝑓I/( + 𝑓IM(),	 

𝐸PD,# =
𝐸"𝑘91

𝑘1
𝑓I. 

(62) 
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Профили величины электрического поля и усредненного по времени 

вектора Пойнтинга (как отдельных компонент, так и полной величины 

вектора), а также профили осредненной по времени плотности энергии ТЕ- 

и ТМ-пучков представлены на Рис. 7 и Рис. 8. Обратите внимание, что эти 

пучки имеют идентичные векторы Пойнтинга и плотности энергии из-за 

преобразования дуальности (или двойственности, см. раздел 2.2.1). 

Математически эти бесселевы пучки являются наиболее 

фундаментальными, так как они прямо пропорциональны цилиндрическим 

векторным волновым функциям. Они очень удобны в задачах отражения и 

пропускания [49]. Причем такие лучи нулевого порядка связаны с 

азимутальной и радиальной поляризациями бесселева пучка [10]. 

 
Рис. 7. Профили интенсивности компонент 𝐄"# и 𝐄"$ при n = 2, 𝛼! = 45!в плоскости 

𝑥𝑦. Амплитуда 𝐸! и волновое число 𝑘 равны 1, 𝑧-компонента 𝐄"# тождественно равна 

нулю [см. Ур. (61)]. 
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Рис. 8. Профили величины компонент вектора Пойнтинга и плотности энергии для 𝐄"# 

или 𝐄"$ с теми же параметрами, что и на Рис. 7.  

Бесселевы пучки с линейно поляризованными электрическим и 

магнитным полями (LE и LM соответственно) получаются из 𝚷G =

𝜂/(П"𝑓I𝐞7, 𝚷@ = 0 и 𝚷@ = П"𝑓I𝐞7, 𝚷G = 0, соответственно. Здесь 𝐞7 — 

вектор поперечной поляризации, перпендикулярный 𝐞#. Когда он равен 

𝐞# × 𝐞),* (например, 𝐞* или −𝐞)),  это приводит к так называемым x- или 

y- линейным поляризациям соответствующих полей, которые обозначаются 

как 𝐄G
()), 𝐄G

(*) и 𝐇@
()), 𝐇@

(*) для полей LE и LM в литературе. Здесь нижние 

индексы m и e соответствуют типу ненулевого векторного потенциала 

Герца, а верхние индексы (𝑥), (𝑦), обозначающие поляризацию, не следует 

путать с нижними индексами x, y, z, обозначающими компоненты вектора. 

Однако мы предпочитаем использовать нижние индексы LE и LM в 

выражениях поля, чтобы сохранить единообразное обозначение для всех 

типов бесселевых пучков. Более того, наше определение (𝑦)-поляризации 

(𝐞7 = −𝐞)) соответствует линейной y-поляризации плоской волны в 

пределе 𝛼" = 0° и 𝑛 = 0 (см. раздел 2.2.1) но имеет знак, обратный тому, 

что в [11]. Результирующие электрические поля для 𝑥-поляризованных 

бесселевых пучков LE и LM следующие: 

𝐸SQ,)
()) =

𝐸"𝑘#
𝑘

𝑓I, 𝐸SQ,*
()) = 0, 𝐸SQ,#

()) = i
𝐸"𝑘9
2𝑘

(𝑓I/( − 𝑓IM(), (63) 
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𝐸SD,)
()) = i

𝐸"𝑘91

4𝑘1
(𝑓I/1 − 𝑓IM1), 

𝐸SD,*
()) =

𝐸"
𝑘1
�
𝑘1 + 𝑘#1

2
𝑓I −

𝑘91

4
(𝑓I/1 + 𝑓IM1)� ,

𝐸SD,#
()) = −

𝐸"𝑘9𝑘#
2𝑘1

(𝑓I/( + 𝑓IM(). 

(64) 

Профили величины электрического поля, вектора Пойнтинга и плотности 

энергии типов LE и LM представлены на Рис. 9 и Рис. 10. Обратите 

внимание, что эти поля всегда имеют ненулевые продольные компоненты, 

однако электрическое (для LE типа) или магнитное (для LM типа) поле 

имеет нулевую компоненту вдоль 𝐞7. Сопутствующие магнитные поля 𝐇SQ
()), 

𝐇SQ
(*) и электрические поля 𝐄SD

()), 𝐄SD
(*) вообще не имеют нулевых компонент. 

 
Рис. 9. Профили интенсивности компонент 𝐄%#

(') и 𝐄%$
(') с теми же параметрами, что и на 

Рис. 7. Компоненты |𝐸'|) и |𝐸*|) LM типа масштабированы для наглядности, 

𝑦-компонента 𝐄%#
(') тождественно равна нулю [см. Ур. (63)]. 
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Рис. 10. Профили величины компонент вектора Пойнтинга и плотности энергии для 

𝐄%#
(') и 𝐄%$

(') с теми же параметрами, что и на Рис. 7. 

Симметрично-круговой (CS) тип бесселева пучка определяется как 

𝚷G = 𝜂/(П"𝑓I𝐞* 2⁄ , 𝚷@ = П"𝑓I𝐞) 2⁄  и 𝚷G = −𝜂/(П"𝑓I𝐞) 2,⁄ 	𝚷@ =

П"𝑓I𝐞* 2⁄ , что приводит к двум поляризациям 𝐄CT
((,") и 𝐄CT

(",() (индекс CS 

обычно опускается в литературе) с циркулярно-симметричной величиной 

вектора Пойнтинга. Чтобы сделать обозначения различных бесселевых 

пучков более единообразными, введем эквивалентные определения 𝐄CT
()) ≝

𝐄CT
((,"), 𝐄CT

(*) ≝ 𝐄CT
(",(), которые дополнительно обосновываются в разделе 

2.2.1. Этот тип пучка также может был описан через угловое спектральное 

разложение [11]. Электрическое поле пучка CS имеет вид 

𝐸CT,)
()) =

𝐸"
4𝑘1

�(𝑘 + 𝑘#)1𝑓I +
𝑘91

2
(𝑓I/1 + 𝑓IM1)�, 

𝐸CT,*
()) = i

𝐸"𝑘91

8𝑘1
(𝑓I/1 − 𝑓IM1),

𝐸CT,#
()) = i

𝐸"𝑘9(𝑘# + 𝑘)
4𝑘1

(𝑓I/( − 𝑓IM(). 

(65) 

Профили величины электрического поля, вектора Пойнтинга и плотности 

энергии пучка CS представлены на Рис. 11 и Рис. 12.  
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Рис. 11. Профили интенсивности компонент 𝐄+,

(') с теми же параметрами, что и на 

Рис. 7. Компоненты .𝐸-.
) и |𝐸*|) масштабированы для наглядности. 

 
Рис. 12. Профили модулей компонент вектора Пойнтинга и плотности энергии для 𝐄+,

(') 

с теми же параметрами, что и на Рис. 7. Компонента |〈𝑆.〉|) масштабирована для 

наглядности. 

2.1.5. Разложение бесселевых пучков на плоские волны 

Наиболее простым способом реализации рассеяния бесселевых пучков 

является представление их в виде суперпозиции плоских волн, для которых 

уже просто получить выражения для отраженного и преломленного поля. 

Более того, имея такое разложение для бесселевых пучков, можно 

воспользоваться готовой реализацией рассеяния плоских волн вблизи 

плоской подложки в программном пакете ADDA [34].  

Разложение бесселева пучка на взвешенную сумму плоских волн 

известно в литературе и описывается методом углового спектрального 

разложения (angular spectrum decomposition — ASD) [11]. В общем случае, 
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электрическое поле с временной зависимостью 𝑒/%U9 может быть 

представлено следующим образом: 

𝐄(𝐫, 𝜃, 𝜑) = � � 𝐄8V𝑒/%𝐤∙𝐫 sin 𝛼 𝛼d𝛽
1Z

[\"
,

]"#$

]\"
 (66) 

где 𝐤 = (𝑘 sin 𝛼 cos 𝛽 , 𝑘 sin 𝛼 sin 𝛽 , 𝑘 cos 𝛼) это волновой вектор а α и β 

обозначают полярный и азимутальный углы волнового вектора, 

соответственно (𝛼G^A < 𝜋 2⁄ ). Угловая спектральная функция 𝐄8V 

выражается как 

𝐄8V = 𝐐𝒫(𝛼, 𝛽), (67) 

𝐐 = �
𝑝)(cos 𝛼 cos1𝛽 + sin1𝛽) − 𝑝*(1 − cos 𝛼) sin 𝛽 cos 𝛽
𝑝*(cos 𝛼 sin1𝛽 + cos1𝛽)−𝑝)(1 − cos 𝛼) sin 𝛽 cos 𝛽

−𝑝) sin 𝛼 cos 𝛽 −𝑝* sin 𝛼 sin 𝛽
�, (68) 

где 𝑝), 𝑝* это комплексные поляризационные параметры, которые 

определяют характер поляризации результирующего поля [19]. 

В случае же, когда представляемым полем является поле бесселева 

пучка, разложение сильно упрощается, так как функция 𝒫(𝛼, 𝛽) ограничена 

единственным значением 𝛼 = 𝛼" —  коническим углом, что соответствует 

физическому описанию бесселева пучка, полученного путем пропускания 

плоской волны через коническую линзу — аксикон (Рис. 13) [5]. 
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Рис. 13. Схема аксикона и результирующего бесселева пучка. 1 

Ур. (66) для электрического поля бесселева пучка порядка 𝑙 имеет вид 

𝐄(𝐫, 𝜃, 𝜑) = � 𝐸8V"(𝛼", 𝛽)𝐐|]\]%𝑒
/%_[𝑒/%𝐤∙𝐫d𝛽

1Z

[\"
, (69) 

где 𝐸8V"(𝛼", 𝛽) это амплитуда электрического поля плоских волн, 

распространяющихся с коническим углом 𝛼" и азимутальным углом 𝛽 [19]. 

Для симметричного падающего поля (нет зависимости от угла β) 

𝐸8V"(𝛼", 𝛽) = 𝐸8V" [11]. 

Изменяя поляризационные параметры B𝑝), 𝑝*C и подставляя их в 

Ур. (68) и (69), можно получить выражения для электромагнитного поля 

различных типов бесселевых пучков. Так, поляризационные параметры 

(1,0) и (0,1) соответствуют 𝑥- и 𝑦-поляризациям CS типа бесселевы пучка. 

Поляризационные параметры (cos 𝛽 , sin 𝛽) и (− sin 𝛽, cos 𝛽) соответствуют 

TM и TE типам бесселева пучка (также известных как азимутальная и 

радиальная поляризации при 𝑙 = 0) [19]. 

Несмотря на то, что выражения для разложения известны для CS, TE и 

TM типов, выражения для остальных типов не были описаны в литературе. 

 
1 https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_beam#/media/File:Bessel_beam.svg 
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Вывод разложения (произвольного) обобщенного бесселева пучка по 

плоским волнам приводится в следующем разделе.  
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2.2. Теоретическая часть 

2.2.1. Обобщение бесселевых пучков 

В данной главе проводится теоретическая работа по классификации и 

обобщению бесселевых пучков. Это необходимо для получения 

выражений, которые способствуют наиболее эффективной реализации в 

коде ADDA всех возможных типов бесселевых пучков. Конечная цель – 

вывод уравнений для электрического поля обобщенного бесселева пучка, 

через который можно удобно задать произвольный тип через 

коэффициенты разложения по базису бесселевых пучков. 

2.2.1.1. Матрица векторных потенциалов Герца 

Сначала введем несколько удобных определений. Уравнения 

Максвелла (43) инвариантны по отношению к преобразованию дуальности 

или, в более общем виде, к дуальному повороту, выражаемому как [50,51] 

�𝐄𝐇� → 𝐏` �
𝐄
𝐇� ,

𝐏` ≝ X
cos 𝜒 −𝜂 sin 𝜒

𝜂/( sin 𝜒 cos 𝜒 Y

= X1 0
0 𝜂/(Y𝐑` X

1 0
0 𝜂Y, 

(70) 

где 𝐑` это стандартная матрица поворота на угол 𝜒 (может быть 

комплексным) размерности 2×2: 

𝐑` ≝ Xcos 𝜒 − sin 𝜒
sin 𝜒 cos 𝜒 Y, (71) 

которое эффективно применяется к паре (𝐄, 𝜂𝐇). Определим также 𝐑 ≝

𝐑Z 1⁄  для краткости. Стандартное преобразование дуальности 

соответствуют 𝐏±Z 1⁄ . Инвариантность относительно дуальности 

тривиально следует из представления Ур. (43) как 



 32 

Bi𝑘𝐏Z 1⁄ + ∇ ×C �𝐄𝐇� = �𝟎𝟎�, (72) 

учитывая, что преобразование 𝐏` (или 𝐑`) для любого комплексного 𝜒 

коммутирует друг с другом. 

Тот же процесс можно применить к паре векторных потенциалов 

Герца. Для этого запишем Ур. (50), (51) в матричной форме: 

�𝐄𝐇� = ℒ X𝚷@𝚷G
Y, (73) 

где ℒ это матричный дифференциальный оператор: 

ℒ ≝ ∇ × X
∇ × i𝑘𝜂	

−i𝑘𝜂/( ∇ ×Y = ∇ × B−i𝑘𝐏Z 1⁄ + ∇ ×C, (74) 

а векторные операции (такие как ротор), очевидно, коммутируют с 

линейными суперпозициями (такими как дуальный поворот). Из этого 

разложения ℒ следует, что оно коммутирует с 𝐏`, т. е. ℒ𝐏` = 𝐏`ℒ, что 

вместе с Ур. (73) означает, что Ур. (70) верно и для пары (𝚷@, 𝚷G). 

Объединяя Ур. (72)–(74), получаем 

∇ × (∇1 + 𝑘1) X𝚷@𝚷G
Y = �𝟎𝟎�, (75) 

т. е. выполнение уравнения Гельмгольца для 𝚷@ и 𝚷G является 

достаточным, но не необходимым условием (оно необходимо только для их 

роторов). Это объясняет, почему первое было постулировано в разделе 

2.1.4.1. 

Как линейные (LE и LM), так и симметрично-круговые (CS) типы 

бесселевых пучков соответствуют поперечным потенциалам Герца, т. е. 

ограниченным плоскостью 𝑥𝑦. Естественным обобщением этих случаев 

является определение через произвольную комплексную матрицу 𝐌: 

X𝚷@𝚷G
Y = X

Π@,) Π@,*
ΠG,) ΠG,*

Y �
𝐞)
𝐞*� = П" X

1 0
0 𝜂/(Y𝐌 �

𝐞)
𝐞*� 𝑓I. (76) 

Как обсуждалось в разделе 2.1.4.1, любая такая линейная комбинация 

приводит к тому, что потенциалы Герца автоматически удовлетворяют 
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уравнению Гельмгольца и, следовательно, результирующие поля 

удовлетворяют уравнениям Максвелла. Другое удобное свойство этой 

матрицы состоит в том, что преобразование дуальности потенциалов Герца 

𝐏` эквивалентно 𝐌 → 𝐑`𝐌, а поворот в плоскости 𝑥𝑦 на угол 𝜓 (поворот 

поляризации поля) – 𝐌 → 𝐌𝐑/b (подробнее описано в следующем разделе) 

Хотя матрица 𝐌 очень проста для большинства существующих типов 

бесселевых пучков (см. раздел 2.2.1.4), выражения для компонент поля, 

полученные с использованием Ур. (56)–(60), проще с использованием 

матрицы 𝐌H, соответствующей базисным векторам 𝐞±: 

𝐌�
𝐞)
𝐞*� = 𝐌H �

𝐞M
𝐞/
� ⇔ 𝐌 = 𝐌H𝐖⇔ 𝐌H = 𝐌𝐖/(, (77) 

где 𝐖 матрица преобразования базиса: 

𝐖 = �1 i
1 −i� , 𝐖/( =

1
2
� 1 1
−i i �. 

(78) 

Чтобы избежать путаницы, мы будем использовать разные нижние 

индексы для обозначения компонентов этих матриц, но опускаем штрихи 

для компонентов матрицы 𝐌H: 

𝐌 = X
𝑀@,) 𝑀@,*
𝑀G,) 𝑀G,*

Y , 𝐌H = X
𝑀@,M 𝑀@,/
𝑀G,M 𝑀G,/

Y. (79) 

Выражения для электрического поля 𝐄 обобщенного бесселева пучка в 

базисе 𝐞#, 𝐞± получены с помощью Ур. (57), (60), (73)–(77): 

𝐸± = П" �£
𝑘1 + 𝑘#1

2
𝑀@,± ± i𝑘𝑘#𝑀G,±¤ 𝑓I +

𝑘91

2
𝑀@,∓𝑓I∓1�, 

𝐸# = П"𝑘9¥Bi𝑘#𝑀@,/ + 𝑘𝑀G,/C𝑓I/( − Bi𝑘#𝑀@,M − 𝑘𝑀G,MC𝑓IM(¦, 
(80) 

что может быть записано в декартовом базисе как: 
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𝐸) = П" §£
𝑘1 + 𝑘#1

2
𝑀@,) + 𝑘𝑘#𝑀G,*¤𝑓I

+
𝑘91

4
¥B𝑀@,) + i𝑀@,cC𝑓I/1 + B𝑀@,) − i𝑀@,cC𝑓IM1¦¨, 

𝐸* = П" §£
𝑘1 + 𝑘#1

2
𝑀@,* − 𝑘𝑘#𝑀G,)¤ 𝑓I

+ i
𝑘91

4
¥B𝑀@,) + i𝑀@,cC𝑓I/1 − B𝑀@,) − i𝑀@,cC𝑓IM1¦¨, 

𝐸# =
П"𝑘9
2

©¥i𝑘#B𝑀@,) + i𝑀@,cC + 𝑘B𝑀G,) + i𝑀G,cC¦𝑓I/(

− ¥i𝑘#B𝑀@,) − i𝑀@,cC − 𝑘B𝑀G,) − i𝑀G,cC¦𝑓IM(ª. 

(81) 

Выражения для бесселевых пучков с линейной и симметрично-

круговой поляризацией (LE, LM и CS) в разделе 2.1.4.2 являются частными 

случаями Ур. (81).  

2.2.1.2. Поворот поляризации бесселевых пучков 

Большинство программ для моделирования светорассеяния 

адаптированы для расчета матриц Мюллера (или амплитуды) рассеяния, 

что требует расчетов для двух поляризаций (обычно линейных) падающего 

поля [18]. Эти поляризации должны быть связаны поворотом на 𝜋 2⁄ , чтобы 

получить соотношения для поворота матриц рассеяния. В случае 

бесселевых пучков (любого типа) нашей целью также является определить 

две такие базисные поляризации: 

𝐄∥(𝐫) ∝ ℛZ 1⁄ 𝐄'(𝐫) = 𝐑­Z 1⁄ 𝐄'(𝐑­/Z 1⁄ 𝐫), (82) 

где ℛb — оператор поворота (действующий на поле), а 𝐑­b — матрица 

поворота размерности 3×3 (действующая на вектор) на угол 𝜒 вокруг оси 

распространения пучка (положительное значение — по часовой стрелке 

если смотреть вдоль этого направления). Для стандартного 

распространения вдоль оси 𝑧 (как рассматривается в данной работе) 𝐑­b 
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является в точности двумерной матрицей поворота 𝐑b, с дополнительной 

единицей в элементе матрицы (3,3). Параллельная и перпендикулярная 

поляризации рассматриваются относительно плоскости рассеяния, как это 

обычно используется для матриц рассеяния [18] Для плоской волны 

поворот 𝐫 в Ур. (82) избыточен, и пропорциональность можно заменить 

равенством. Напротив, бесселев пучок обычно представляет собой 

вихревой пучок (т.е. его фаза зависит от азимутального угла 𝜑), что 

приводит к дополнительному фазовому фактору, обсуждаемому ниже. 

Используя определения из раздела 2.2.1.1 [Ур. (73), (76)] мы можем 

применить преобразование поворота к произвольному бесселевому пучку 

как для электрического, так и для магнитного полей: 

ℛb X
𝐄(𝐫)
𝐇(𝐫)Y = £

𝐑­b𝐄(𝐑­/b𝐫)
𝐑­b𝐇(𝐑­/b𝐫)

¤

= П"ℒ X
1 0
0 𝜂/(Y𝐌𝐑/b �

𝐞)
𝐞*� 𝑓IB𝐑

­/b𝐫C, 

(83) 

где мы использовали, что ротор и оператор поворота коммутируют, а 

поворот каждого элемента в строке эквивалентен умножению на 𝐑­bP = 𝐑­/b 

справа: 

�
𝐞)
𝐞*�𝐑

­/b = 𝐑/b �
𝐞)
𝐞*�. (84) 

Более того, поворот аргумента 𝑓I тривиален: 

𝑓IB𝐑­/b𝐫C = 𝑓I(𝜌, 𝜑 − 𝜓, 𝑧) = 𝑒/%Ib𝑓I(𝐫), (85) 

что приводит к следующему общему соотношению: 

ℛb𝐄I(𝐫,𝐌) = 𝐄IB𝐫, 𝑒/%Ib𝐌𝐑/bC. (86) 

Другими словами, поворот любого бесселева пучка эквивалентен 

преобразованию определяющей его матрицы 𝐌. В частности, повороты на 

углы	𝜋 и 2𝜋 особенно просты: 

ℛZ𝐄I(𝐫,𝐌) = (−1)IM(𝐄I(𝐫,𝐌), ℛ1Z𝐄I(𝐫,𝐌) = 𝐄I(𝐫,𝐌). (87) 
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Здесь и далее в этом разделе мы обсуждаем только электрические поля, 

так как соответствующие выражения вращения для магнитных полей 

аналогичны. Основываясь на вышеизложенном, мы постулируем, что две 

ортогональные поляризации бесселевых пучков связаны соотношением [ср. 

Ур. (82)] 

ℛZ 1⁄ 𝐄' = i/I𝐄∥ ⇔ 𝐌' = 𝐌∥𝐑, (88) 

т. е. их матрицы связаны простым поворотом без каких-либо 

дополнительных фазовых множителей. Отметим, что это определение 

соответствует существующим линейной и симметрично-круговой 

поляризациям бесселевых пучков, рассмотренных в разделе 2.1.4.2 (что 

соответствует вращению векторных потенциалов Герца). В частности, пара 

©𝐄…()), 𝐄…(*)ª для любого из пучков LE, LM, CS и CSʹ может использоваться 

как пара {𝐄', 𝐄∥}, хотя их отношение к плоскости рассеяния (плоскость yz 

по умолчанию) не может быть описано простыми понятиями 

«перпендикулярно» или «параллельно», как для плоской волны. 

2.2.1.3. Новые типы бесселевых пучков 

В предыдущем разделе мы определили пары поляризаций для LE, LM 

и CS типов, необходимые для реализации в ADDA. Единственная 

отсутствующая составляющая — это поляризации для типов ТЕ и ТМ, 

поскольку они почти осесимметричны и имеют тривиальные 

преобразования поворота (из-за их выражений через 𝑧-поляризованные 

векторные потенциалы Герца): 

ℛb𝐄PQ,PD,I = 𝑒/%Ib𝐄PQ,PD,I, (89) 

где мы явно указываем порядок бесселева пучка в качестве нижнего 

индекса, чтобы избежать путаницы. Введем компоненты 𝑥 и 𝑦 для этих 

пучков (𝐄PQS
()) , 𝐄PQS

(*) , 𝐄PDS
()) , 𝐄PDS

(*) ) через следующие соотношения: 

𝐄PQ,PD,IM( = 𝐄PQS,PDS,I
()) + i	𝐄PQS,PDS,I

(*) , (90) 
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ℛZ 1⁄ 𝐄PQS,PDS,I
()) = i/I𝐄PQS,PDS,I

(*) , (91) 

Этого недостаточно для однозначного определения новых типов пучков. 

Однако, если мы дополнительно потребуем, чтобы соответствующие 

матрицы 𝐌 были вещественных (для вещественных 𝛼"), тогда 

единственное определение 

𝐄PQS
()),(*) ≝ 𝑘7/( �𝑘#𝐄SQ

()),(*) ± 𝑘𝐄SD
(*),())�, (92) 

𝐄PDS
()),(*) ≝ 𝑘7/( �𝑘#𝐄SD

()),(*) ∓ 𝑘𝐄SQ
(*),())�, (93) 

где ± соответствует 𝑥 и 𝑦 поляризациям в левой части. Для данных типов 

можно выписать еще одно интересное свойство, которое можно получить, 

переписав Ур. (90) 

𝐄PQ,I±( = 𝐄PQS,I
((,±%), 𝐄PD,I±( = 𝐄PDS,I

((,±%) . (94) 

Примеры соответствующих профилей амплитуд электрического поля, 

вектора Пойнтинга и плотности энергии для TEL и TML типов 

представлены на Рис. 14 и Рис. 15. 
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Рис. 14. Профили интенсивности компонент 𝐄"#%

(')  и 𝐄"$%
(') с теми же параметрами, что и 

на Рис. 7. 𝑥-компонента 𝐄"$%
(')  масштабирована для наглядности, в то время как 

𝑧-компонента 𝐄"#%
(')  равна нулю [см. Ур. (92)]. 

 
Рис. 15. Профили амплитуд компонентов вектора Пойнтинга и плотности энергии либо 

для 𝐄"#%
(')  либо для 𝐄"$%

(')  с теми же параметрами, что и на Рис. 7. 

Еще один новый тип бесселевых пучков можно определить, 

рассматривая векторные потенциалы в рамках матричного описания из 

раздела 2.2.1.1. Можно заметить, что выбор минуса в одном из выражений 

для 𝚷G в определении CS пучка в разделе 2.1.4.2 несколько произволен. 

Инверсией этого знака (для обеих поляризаций), т.е. 𝚷G =

−𝜂/(П"𝑓I𝐞* 2⁄ , 𝚷@ = П"𝑓I𝐞) 2⁄ , можно получить другой набор CS пучков– 
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далее мы будем обозначать их как CSʹ. Электрическое поле пучка CSʹ имеет 

вид  

𝐸CT&,)
()) =

𝐸"
4𝑘1

�(𝑘 − 𝑘#)1𝑓I +
𝑘91

2
(𝑓I/1 + 𝑓IM1)�, 

𝐸CT&,*
()) = i

𝐸"𝑘91

8𝑘1
(𝑓I/1 − 𝑓IM1),

𝐸CT&,#
()) = i

𝐸"𝑘9(𝑘# − 𝑘)
4𝑘1

(𝑓I/( − 𝑓IM(). 

(95) 

 
Рис. 16. Профили интенсивности компонент 𝐄+,/

(')  с теми же параметрами, что и на 

Рис. 7. Некоторые компоненты масштабированы для наглядности. 

 
Рис. 17. Профили модулей компонент вектора Пойнтинга и плотности энергии для 𝐄+,/

(')  

с теми же параметрами, что и на Рис. 7. Некоторые компоненты масштабированы для 

наглядности. 

Профили амплитуд электрического поля, вектора Пойнтинга и плотности 

энергии пучка CSʹ представлены на Рис. 16 и Рис. 17. Описание такого типа 

не встречалось в литературе, однако именно этот тип может играть важную 



 40 

роль для построения базиса бесселевых пучков для эффективной 

реализации в программном коде, что будет описано далее. 

2.2.1.4. Связь различных типов бесселевых пучков 

Чтобы лучше понять взаимосвязь между старыми и новыми типами 

бесселевых пучков, рассмотрим предел плоской волны, т.е. 𝛼" = 0 и 𝑛 = 0 

(для фиксированного 𝐫). Предельные выражения для этих и других типов 

бесселевых пучков приведены в Табл. 1, они следуют из выражений в 

разделе 2.1.4.2.  

Табл. 1. Электрическое поле в двух предельных случаях для различных типов 

бесселевых пучков. Определения составляющих функций даны в тексте. Выражения для 

других поляризаций можно получить вращением [Ур. (88) и (91)]. 

Тип Описание Поле 
Предел плоской 

волны,  
× 𝐸!𝑒01* 

Предел «пули», × 𝐸! 

LE 
Линейно 

поляризованное 
электрическое поле 

𝐄%#
(') 𝐞' i(𝐅234* − 𝐅254* ) 

LM 
Линейно 

поляризованное 
магнитное поле 

𝐄%$
(') 𝐞- i(𝐅2346 − 𝐅2546 ) 

CS 
Симметрично-

круговая 
поляризация 

𝐄+,
(') 𝐞' 

1
2
(𝐅2346 + 𝐅2546

+ i𝐅234* − i𝐅254* ) 

CSʹ Альтернативный CS 𝐄+,!
(')  𝒪(𝛼!7) 

1
2
(𝐅2346 + 𝐅2546

+ i𝐅254* − i𝐅234* ) 

TE Поперечное 
электрическое поле 𝐄"# 𝒪(𝛼!)) −2𝐅26  

TM Поперечное 
магнитное поле 𝐄"$ 𝒪(𝛼!)) 2𝐅2* 

TEL Линейная 
компонента TE 𝐄"#%

(')  −𝛼!𝐞' 2⁄  −𝐅2346 − 𝐅2546  
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TML Линейная 
компонента TM 𝐄"$%

(')  −𝛼!𝐞- 2⁄  𝐅234* + 𝐅254*  

 

В частности, LE тип соответствует электрическому полю плоской волны 

той же поляризации, LM тип соответствует магнитному полю плоской 

волны той же поляризации и, следовательно, ортогональной (повернутой) 

поляризации электрического поля. CS тип приближается к линейно 

поляризованной плоской волне, что иллюстрирует, что CS связан не с 

круговой поляризацией, а скорее с осесимметричной интенсивностью (что 

всегда имеет место для любой поляризации плоской волны). Напротив, 

пучок CSʹ обращается в нуль в этом пределе для любого порядка 𝑛 как 

𝒪(𝛼"3) из-за взаимного сокращения вкладов от электрических и магнитных 

векторных потенциалов. Однако он является 𝒪(𝛼"2) для 𝑛 = 1, а для 𝑛 = 2 

имеем lim
]%→"

𝐄CT&
()) = 𝛼"1𝐸"𝐞M 8⁄ , т. е. пучок CSʹ отдаленно связан с круговой 

поляризацией. Аналогичное предельное поведение получено для TE и TM 

пучков. Они равны 𝒪(𝛼"1) при 𝑛 = 0, а при 

𝑛 = 1 ⇒ lim
]%→"

𝐄PQ = −𝛼"𝐸"𝐞M 2⁄ , lim
]%→"

𝐄PD = i𝛼"𝐸"𝐞M 2⁄ , (96) 

что следует из предельных выражений для пучков TEL и TML нулевого 

порядка. Последние аналогичны LE и LM пучкам, но пропорциональны 𝛼".. 

Таким образом, TEL и TML пучки аналогичны линейным поляризациям 

плоской волны, а TE и TM пучки– круговой. 

Другим иллюстративным пределом, рассмотренным в Табл. 1, 

является сильно сфокусированный бесселев пучок, т. е. 𝛼" → 𝜋 2⁄  (𝑘# → 0, 

𝑘7 → 𝑘). В сочетании с короткими импульсами этот предел также известен 

как электромагнитная пуля [52]. Соответствующие выражения используют 

следующие сокращения: 

𝐅I# ≝
1
2
𝑓I𝐞#, 𝐅I7 ≝

1
4
(𝑓I/(𝐞M + 𝑓IM(𝐞/), (97) 
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а 𝑓I(𝐫) ]%→Z 1⁄
⎯́⎯⎯⎯¶ 𝐽I(𝑘𝜌)𝑒%IJ. Обратим внимание, что и 𝐅I#, и 𝐅I7  являются 

собственными функциями оператора поворота: 

ℛb𝐅I# = 𝑒/%Ib𝐅I#, ℛb𝐅I7 = 𝑒/%Ib𝐅I7 , (98) 

поскольку 𝐑­b𝐞± = 𝑒∓%b𝐞± [ср. Ур. (85), (89)]. Видно, что полученные 

выражения в двух рассматриваемых пределах качественно различны, в 

некоторых случаях поперечное поле меняется на продольное. Это 

неудивительно, учитывая сложные общие выражения полей для 

промежуточного 𝛼". 

Помимо поляризации, обсуждаемой в разделе 2.1.4.2, известны 

производные от известных поляризаций, в частности, круговые 

поляризации для бесселевых пучков LE, LM и CS, обозначенные верхним 

индексом (1, ±i) [11]. Сделаем очевидное обобщение этого определения 

для 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ: 

𝐄…(],[) 	≝ 𝛼𝐄…()) + 𝛽𝐄…(*), (99) 

который применяется к любой паре {𝐄', 𝐄∥}, включая пучки LE, LM, CS, 

CSʹ, TEL и TML. Это определение представляет собой строгое соотношение 

между верхними индексами (𝑥), (𝑦) и (1,0), (0,1) соответственно, 

используемыми для различных бесселевых пучков в литературе. В 

частности, 𝐄SQ,SD
((,±%)  можно рассматривать как обобщения плоских волн с 

круговой поляризацией, а 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ соответствуют повернутым линейным 

поляризациям плоской волны (с точностью до постоянного коэффициента). 

В частности, последняя аналогия применима к любым 𝑥- или 

𝑦-поляризациям этих пучков. В терминах матрицы 𝐌 Ур. (99) можно 

представить в виде 

𝐌(],[) = 𝛼𝐌((,") + 𝛽𝐌(",() = 𝐌((,") X 𝛼 𝛽
−𝛽 𝛼Y, (100) 
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что, используя Ур. (88), приводит к выражениям для различных типов 

пучков, собранным в Табл. 2. Отметим, что CS и CSʹ пучки описываются 

масштабированными (комплексными) ортогональными матрицами, т.е. 

𝐌CT
(],[)𝐌CT

(],[)f = 𝐌CT&
(],[)𝐌CT&

(],[)f =
𝛼1 + 𝛽1

4
𝐈, (101) 

где 𝐈 — единичная матрица. Однако 𝐌CT
(],[) является кососимметричной 

(масштабированная матрица вращения), а 𝐌CT&
(],[) является симметричной 

(масштабированная матрица отражения). 

Табл. 2. Матрицы 𝐌 для обобщенных поляризаций различных типов бесселевых 

пучков. 

Тип 𝐌 

𝐄SQ
(],[) X 0 0

−𝛽 𝛼Y 

𝐄SD
(],[) �−𝛽 𝛼

0 0
� 

𝐄CT
(],[) 

1
2
X 𝛼 𝛽
−𝛽 𝛼Y 

𝐄CT&
(],[) 

1
2
X𝛼 𝛽
𝛽 −𝛼Y 

𝐄PQS
(],[) 

1
𝑘7
X −𝑘𝛼 −𝑘𝛽
−𝑘#𝛽 𝑘#𝛼

Y 

𝐄PDS
(],[) 

1
𝑘7
X−𝑘#𝛽 𝑘#𝛼
𝑘𝛼 𝑘𝛽 Y 

 

Хотя в этом определении есть некоторая избыточность (умножение как 

𝛼, так и 𝛽 на один и тот же коэффициент приводит к тривиальному 

масштабированию полей), мы не постулируем какой-либо конкретной 

нормализации. Выбор нормализации очевиден в случае, когда 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ: 
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𝛼1 + 𝛽1 = 1. (102) 

Тогда матрица преобразования в Ур. (100) является именно матрицей 

поворота. В случае произвольных комплексных коэффициентов Ур. (102) 

также является вариантом, приводящим к матрице поворота для 

комплексного угла. Но эта нормировка неудобна, например, для 

упомянутого выше случая (1, ±i), так как тогда соответствующий угол 

поворота бесконечен: 

lim
)→g

2𝑒/)𝐑∓%) = � 1 ±i
∓i 1 �. (103) 

Иной нормализацией может быть 

|𝛼|1 + |𝛽|1 = 1, (104) 

что сохраняет норму электрического поля (не сложно вывести, но не 

приводится в этой работе для краткости). 

Важно отметить, что обобщенные поляризации имеют простое 

соотношение поворота для произвольного комплексного угла 𝜓: 

ℛb𝐄I
(],[) = 𝑒/%Ib �cos𝜓 𝐄I

(],[) + sin𝜓	𝐄I
(/[,])�, (105) 

для произвольных (𝛼, 𝛽) и каждого типа бесселева пучка (индексы LE, LM, 

CS, CSʹ, TEL и TML). Это соотношение следует из матричного 

представления и Ур. (88), (100). Результатом является прямое обобщение 

соотношения вращения для плоских волн [53]. Кроме того, обратим 

внимание, что по определению 𝐄I
(/(,") = −𝐄I

((,") из Ур. (105) следует 

Ур. (87) для 𝐄I
(],[). Таким образом, любую пару 𝐄I

(],[) и 𝐄I
(/[,]) можно 

использовать как пару {𝐄', 𝐄∥} [ср. Ур. (88)], но она становится 

вырожденным всякий раз, когда (−𝛽, 𝛼) пропорционально (𝛼, 𝛽), что 

эквивалентно 𝛼1 + 𝛽1 = 0. Последний случай соответствует обобщенным 

круговым поляризациям (1, ±i) (с точностью до постоянного множителя), 

которые нарушают нормировку, заданную Ур. (102) и являются 

собственными функциями оператора поворота: 
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ℛb𝐄I
((,±%) = 𝑒/%(I±()b𝐄I

((,±%). (106) 

Таким образом была показана взаимосвязь между различными 

поляризациями и типами бесселевых пучков.  

2.2.1.5. Базисы бесселевых пучков  

Обсуждение соотношений различных типов бесселевых пучков 

естественно приводит к вопросу: из каких пучков можно составить базис? 

Полноценное обсуждение этого вопроса приводится в статье [39]. Здесь же 

приведем только описание возможных базисов бесселевых пучков. Для 

этого важно установить некоторую меру сходства и различия разных типов 

по аналогии со скалярным произведением векторов, иными словами, 

рассмотреть соотношения ортогональности. Для этого сперва определим 

операцию скалярного произведения, через которое можно определить 

норму бесселевых пучков. Такая операция была введена с учетом 

функциональной зависимости полей бесселевых пучков от координаты 

(зависимость от z тривиальна, поэтому интегрирование по ней опускается) 

и нормировки 

‖𝐄(𝐫)‖1 ≝ lim
h→g

𝜉(𝑘7, 𝑅)� d1𝛒
ijh

|𝐄(𝐫)|1, (107) 

где 𝜉(𝑘7, 𝑅) — нормировочный множитель, который вводится для того, 

чтобы сделать нормы бесселевых пучков конечными, и определяется из 

нормировки функции Бесселя при интегрировании по бесконечной 

площади 

� d1𝛒
ijh

|𝐽I(𝑘7𝜌)|1 = 2𝜋� d𝜌 𝜌|𝐽I(𝑘7𝜌)|1
h

"
∼ 𝜉/((𝑘7, 𝑅), (108) 

𝜉(𝑘7, 𝑅) ≝
|𝑘7| Im 𝑘7

sinh(2𝑅 Im𝑘7) kG,'→"
⎯́⎯⎯⎯¶

|𝑘7|
2𝑅

. 
(109) 

Тогда скалярное произведение двух бесселевых пучков 𝐄((𝐫) и 𝐄1(𝐫) 

определяется следующим образом  
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〈𝐄(, 𝐄1〉 ≝ lim
h→g

𝜉(𝑘7, 𝑅)� d1𝛒
ijh

𝐄((𝐫) ⋅ 𝐄1∗(𝐫). (110) 

Используя матричное описание бесселевых пучков из предыдущих 

разделов, можно получить выражение для скалярного произведения двух 

бесселевых пучков через их матрицы  

〈𝐄(, 𝐄1〉 = |𝜂|1〈𝐇(, 𝐇1〉 = |𝐸"1| tr¥B1 + 𝑘À#1C𝐌(
H𝐌1

Hl − 2i𝑘À#𝐑𝐌(
H 𝐈H𝐌1

Hl¦

= |𝐸"1| tr¥B1 + 𝑘À#1C𝐌(𝐌1
l − 2𝑘À#𝐑𝐌(𝐑𝐌1

l¦ 2⁄ , 
(111) 

где 𝐈H это матрица отражения 

𝐈H ≝ �1 0
0 −1�, (112) 

и мы для краткости ввели 𝑘À7 ≝ 𝑘7 𝑘⁄ = sin 𝛼" и 𝑘À# ≝ 𝑘# 𝑘⁄ = cos 𝛼" (всегда 

вещественные). Теперь несложно вычислить нормы различных пучков, 

используя уравнение. (111) (и ‖𝐄(𝐫)‖1 = 〈𝐄, 𝐄〉), результаты приведены в 

Табл. 3.  

Табл. 3. Нормы различных типов бесселевых пучков. Результаты для y-поляризации 

такие же, как и для x-поляризации. Результаты для (𝛼, 𝛽) поляризации отличаются 

только множителем B|𝛼|) + |𝛽|). 

Тип ‖𝐄‖ 𝐸"⁄  

𝐄SQ
()), 𝐄SD

()) ÁB1 + 𝑘À#1C 2⁄  

𝐄CT
()) B1 + 𝑘À#C 2⁄  

𝐄CT&
())  B1 − 𝑘À#C 2⁄  

𝐄PQS
()) , 𝐄PDS

())  𝑘À7 √2⁄  

𝐄PQ, 𝐄PD 𝑘À7 
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Обсудим далее скалярное произведение бесселевых пучков. Хотя LE и 

LM типы имеют простейшие матрицы M (см. Табл. 2), они не составляют 

ортогонального базиса из-за последнего члена в Ур. (111) 

〈𝐄SD
()), 𝐄SQ

(*)〉 = − 〈𝐄SQ
()), 𝐄SD

(*)〉 = 𝑘À#|𝐸"1|. (113) 

Скалярное произведение других комбинаций поляризаций этих типов равно 

нулю из-за связи элементов матриц дуальностью или поворотами 

поляризации. В то же время скалярное произведение аналогичных 

комбинаций CS, CSʹ, TEL и TML типов зануляется 

〈𝐄CT
()), 𝐄CT&

())〉 = 〈𝐄PQS
()) , 𝐄PDS

(*) 〉 = 0. (114) 

Таким образом, мы определили два ортогональных базиса для пучков 

фиксированного порядка, заданного любой матрицей M: {CS,CSʹ} и 

{TEL,TML} (используя две ортогональные линейные поляризации для 

каждого). Их легко сделать ортонормированным делением на 

соответствующие нормы (Табл. 3). После нормализации пары этих 

основных векторов связаны поворотом. Очевидно, что любой другой 

(четырехмерный) поворот набора из четырех ортонормированных пучков 

создаст другой ортонормированный базис. Например, другим очевидным 

вариантом является Â𝐄PQS
((,±%), 𝐄PDS

((,±%)Ã, что соответствует TE- и TM-пучкам 

порядков 𝑛 ± 1 [Ур. (94)] или, в более общем случае, ортогональному 

базису цилиндрических векторных волновых функций (см. разделы 2.1.4.2, 

2.2.1.2 и 2.2.1.3). Интересно, что базис {CS, CSʹ} тесно связан с набором 

матриц Паули. 

2.2.2. Разложение обобщенного бесселева пучка на плоские волны 

Как уже было описано в разделе 2.1.5, угловое спектральное 

разложение бесселева пучка было описано только для нескольких типов. В 

данном разделе приводится вывод разложения для произвольного 

(обобщенного) бесселева пучка. 
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Для того, чтобы получить разложение, аналогичное Ур. (69), удобно 

сначала рассмотреть базисную функцию 𝑓I(𝐫) через интегральное 

представление функции Бесселя  

𝐽I(𝑥) =
1

2𝜋iI
� e%(Im/) +%= m)d𝜏
Z

/Z
, (115) 

тогда 𝑓I(𝐫), определяемая Ур. (54), примет следующий вид 

𝑓I(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝐽I(𝑘9𝜌)𝑒%IJe%,!# =
𝑒%IJe%,!#

2𝜋iI
� e%(Im/) +%= m)dτ
Z

/Z

=
(−1)Ie%,!#

2𝜋
� e%(I[M) >n+([/J))d𝛽
1Z

"
. 

(116) 

Аналогичное выражение также можно получить через преобразование 

Фурье [54,55]. Выражение для обобщенного бесселева пучка легко 

получается из Ур. (81) и (116): 

𝐄(𝜌, 𝜑, 𝑧) = (−1)I𝐸"� exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)] 𝐊e%I[d𝛽	e%,!#
1Z

"
, (117) 

𝐊 = É
𝐾)
𝐾*
𝐾#
Ë, 

𝐾) =
1
4
©3𝑀@,) + 4𝑀G,* cos 𝛼" +𝑀@,) cos(2𝛼")

+ 2 sin1 𝛼" ¥𝑀@,) cos(2𝛽) + 𝑀@,* sin(2𝛽)¦ª, 

𝐾* =
1
4
©3𝑀@,* − 4𝑀G,) cos 𝛼" +𝑀@,* cos(2𝛼")

+ 2 sin1 𝛼" ¥−𝑀@,* cos(2𝛽) + 𝑀@,) 	sin(2𝛽)¦ª, 

𝐾# = sin 𝛼" ¥B−𝑀G,) +𝑀@,* cos 𝛼"C cos 𝛽 − (𝑀G,*

+𝑀@,) cos 𝛼") sin 𝛽¦ 

(118) 

Таким образом, нам удалось получить выражение для электрического поля 

обобщенного бесселева пучка, которое можно реализовывать в коде ADDA. 

Тем не менее, интересно более детально рассмотреть угловое 

спектрально разложение для «симметричных» типов. Наиболее простой вид 
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в декартовых координатах угловое спектральное разложение бесселева 

пучка принимает для CS типа. Это объясняется физическим смыслом такого 

разложения — пучок CS типа формируется при прохождении линейной 

поляризации плоской волны через аксикон. Разложение для CS типа 

довольно часто встречается в литературе, потому важно показать, что 

полученное выражение для обобщенного бесселева пучка совпадает для 

известного для CS типа [45] (с точностью до фазового множителя (−i)I и 

временной зависимости). Комбинируя Ур. (117) и (118), а также матрицу CS 

типа из Табл. 2, получается угловое спектральное разложение 

электрического поля 𝑥-поляризации CS типа 

𝐄CT
())(𝜌, 𝜑, 𝑧)	

=
(−1)I(1 + cos 𝛼")𝐸"

2
� d𝛽 exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)]𝐐CT

())e%I[e%,!#
1Z

"
, 

(119) 

𝐐CT
()) = É

sin1 𝛽 + cos 𝛼" cos1 𝛽
−(1 − cos 𝛼") sin 𝛽 cos 𝛽

− sin 𝛼" cos 𝛽
Ë. (120) 

И так же получается поле для 𝑦-поляризации CS типа 

𝐄CT
(*)(𝜌, 𝜑, 𝑧)	

=
(−1)I(1 + cos 𝛼")𝐸"

2
� d𝛽 exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)]𝐐CT

(*)e%I[e%,!#
1Z

"
, 

(121) 

𝐐CT
(*) = É

−(1 − cos 𝛼") sin 𝛽 cos 𝛽
cos1 𝛽 + cos 𝛼" sin1 𝛽

− sin 𝛼" sin 𝛽
Ë. (122) 

Еще одним «симметричным» типом является CSʹ бесселев пучок, 

разложение которого ранее не описывалось в литературе. Как и в случае 

разложения для СS типа, можно скомбинировать Ур. (117) и (118), а также 

матрицу для CSʹ типа из Табл. 2, и получить угловое спектральное 

разложение электрического поля 𝑥-поляризации CSʹ типа 
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𝐄CT&
())(𝜌, 𝜑, 𝑧)	

=
(−1)I(1 − cos 𝛼")𝐸"

2
� d𝛽 exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)]𝐐CTH

())e%I[e%,!#
1Z

"
, 

(123) 

𝐐CTH
()) = É

sin1 𝛽 − cos 𝛼" cos1 𝛽
−(1 + cos 𝛼") sin 𝛽 cos 𝛽

sin 𝛼" cos 𝛽
Ë, (124) 

Аналогично получается выражение для 𝑦- поляризации CSʹ типа 

𝐄CT&
(*)(𝜌, 𝜑, 𝑧)	

=
(−1)I(1 − cos 𝛼")𝐸"

2
� d𝛽 exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)]𝐐CTH

(*)e%I[e%,!#
1Z

"
, 

(125) 

𝐐CTH
(*) = É

−(1 + cos 𝛼") sin 𝛽 cos 𝛽
cos1 𝛽 − cos 𝛼" sin1 𝛽

sin 𝛼" sin 𝛽
Ë. (126) 

В рамках общепринятого в литературе описания CS типа [12,19,45], можно 

объединить разложение «симметричных» типов через поляризационные 

параметры 𝑝)(, 𝑝*(, 𝑝)1 и 𝑝*1 

𝐄(𝜌, 𝜑, 𝑧) = (−1)I
𝐸"
2
� exp[i𝑘9𝜌 cos(𝛽 − 𝜑)] 𝐐обe%I[d𝛽	e%,!#
1Z

"
, (127) 

𝐐об = (1 + cos 𝛼") �𝑝)(𝐐CT
()) + 𝑝*(𝐐CT

(*)�

+ (1 − cos 𝛼") �𝑝)1𝐐CT&
()) + 𝑝*1𝐐CT&

(*)� = 

É
sin1 𝛽 (𝑝)( + 𝑝)1) + cos 𝛼" cos1 𝛽 (𝑝)( − 𝑝)1)
− sin 𝛽 cos 𝛽 [(𝑝)( + 𝑝)1) − cos 𝛼" (𝑝)( − 𝑝)1)]

− sin 𝛼" cos 𝛽 (𝑝)( − 𝑝)1)
Ë

+ É
− sin 𝛽 cos 𝛽 ¥B𝑝*( + 𝑝*1C − cos 𝛼" B𝑝*( − 𝑝*1C¦
cos1 𝛽 (𝑝*( + 𝑝*1) + cos 𝛼" sin1 𝛽 (𝑝*( − 𝑝*1)

− sin 𝛼" sin 𝛽 (𝑝*( − 𝑝*1)
Ë. 

(128) 

Такое представление соответствует разложению в базисе {𝐄CT,I
(),*), 𝐄CTH,I

(),*)}, а 

поляризационные параметры 𝑝)(, 𝑝*(, 𝑝)1 и 𝑝*1 являются коэффициентами 

разложения в этом базисе, что описывалось в разделе 2.2.1.5. Используя 
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определения матриц базисных векторов в Табл. 2, можно легко получить 

соотношения для поляризационных параметров через элементы матрицы М 

𝐌 = X
𝑀@,) 𝑀@,*
𝑀G,) 𝑀G,*

Y, 

𝑝)( = 𝑀@,) +𝑀G,*, 𝑝*( = 𝑀@,* −𝑀G,), 

𝑝)1 = 𝑀@,) −𝑀G,*, 𝑝*1 = 𝑀@,* +𝑀G,). 

(129) 

Выражение обобщенного бесселева пучка в базисе {𝐄CT,I
(),*), 𝐄CTH,I

(),*)} может 

представлять интерес для генерации различных типов бесселевых пучков с 

использованием конической линзы. 
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2.3. Моделирование 

Как уже упоминалось ранее, в программном пакете ADDA уже имеется 

реализация всех типов бесселевых пучков [39]. В той же работе 

приводилось обсуждение обобщения для них формализма матриц 

рассеяния. Здесь же мы обсудим особенности реализации рассеяния 

бесселевых пучков, представленных через угловое спектральное 

разложение, и полученные результатов моделирования. Все моделирования 

с использованием ADDA, приведенные в этом разделе, проводились на ПК. 

2.3.1. Реализация в коде ADDA 

Для типов, у которых можно определить две нетривиальных 

поляризации (см. раздел 2.2.1.2), были реализованы отдельные командные 

опции в формате 
–beam bessel<X> <n> <α0>, 

где <X> обозначает тип пучка, например LE, LM, CS, CSʹ (в командной 

строке обозначается как CSp), TEL и TML; аргументы <n> и <α0>, 

соответствуют порядку и коническому углу бесселева пучка 

соответственно. Для всех остальных типов, например TE, TM и любых 

других нетривиальных линейных комбинаций, возможно задание в виде 

обобщенного бесселева пучка, т.е. через матрицу М: 

-beam besselM <n> <α0> <Re Me,x> <Re Me,y>  

<Re Mm,x> <Re Mm,y>  

[<Im Me,x> <Im Me,y> <Im Mm,x> <Im Mm,y>. 

Здесь матрица М задается через ее вещественную и мнимую части, причем 

мнимая часть опциональна, так как большинство известных типов 

определяется вещественной матрицей М.  

Несмотря на то, что выражения для падающего поля компактнее для 

представления в базисе {𝐄CT,I
(),*), 𝐄CTH,I

(),*)} (Ур. (127)), во избежание путаницы 
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и по аналогии с предыдущей реализацией командную строку для задания 

обобщенного бесселева пучка через угловое разложение удобно задавать 

также через матрицу М, используя Ур. (117) и (118) и значения из Табл. 2: 

-beam besselASDM <n> <α0> <Re Me,x> <Re Me,y> <Re Mm,x> 

<Re Mm,y> [<Im Me,x> <Im Me,y> <Im Mm,x> <Im Mm,y>. 

Поляризационные параметры вычисляются в коде автоматически, согласно 

Ур. (129). 

Алгоритм вычисления электрического поля бесселева пучка вблизи 

плоской подложки в коде следующий: проверка адекватности заданных 

значений (целый порядок пучка, проверка показателей преломления сред — 

пучок не может приходить из среды с бесконечным показателем 

преломления, все плоские волны в разложении приходят из одной и той же 

среды); вычисление коэффициентов Френеля для отдельной плоской волны 

из разложения; вычисления поля в каждом диполе в зависимости от 

направления распространения пучка (см. раздел 2.1.2). Важно отметить, что 

хотя в выражениях для углового спектрального разложения бесселевых 

пучков (Ур. (127)) идет интегрирование, для реализации в коде достаточно 

вычислить взвешенную сумму с конечным числом слагаемых 𝑁, а именно 

𝐄(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
𝐸"e%,!#

4𝜋
oexpBi𝑘9𝜌 cosB𝛽4 − 𝜑CC	𝐐обB𝛼", 𝛽4C	e%I[(
q

4\"

, (130) 

где 𝛽4 = 2𝜋𝑗 𝑁⁄  — дискретная величина, соответствующая переменной 

интегрирования в Ур. (127). Дальнейшее обсуждение оптимального числа 

слагаемых 𝑁 приводится в следующем разделе. 

2.3.2. Вычисление падающего поля 

В этом разделе и далее для краткости будем обозначать бесселевы в 

представлении углового спектрального разложения как ASD пучки, а 

бесселевы пучки, выраженный напрямую через функции Бесселя из раздела 
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2.1.4.2, будем называть дэвисовыми (бесселевыми) пучками (Davis Bessel 

beams) по аналогии с описанием из [45]. Прежде чем приступить к 

обсуждению оптимизации вычисления поля вблизи плоской подложки 

важно понять, как много членов в угловом спектральном разложении нужно 

взять для эффективного вычисления поля бесселева пучка. Для этого можно 

изучить зависимость разницы между ASD пучком и уже реализованным 

ранее дэвисовым пучком от числа членов в разложении 𝑁. Ошибку в 

вычислении падающего электрического поля можно определить 

следующим образом: 

𝜀 = Î
∑ Ð𝐄; − 𝐄6@r,;Ð

1q)
;\(

∑ Ð𝐄6@r,;Ð
1q)

;\(

, (131) 

где суммирование идет по всем диполям (всего 𝑁B = 2176), а 𝐄; и 𝐄6@r,; — 

тестируемое и эталонное падающее электрическое поле в i-ом диполе. В 

качестве эталонного поля берется поле CS дэвисова пучка. На Рис. 18 

показана 𝜀 в логарифмическом масштабе в зависимости от числа плоских 

волн	𝑁 в разложении ASD пучка с различными коническими углами 𝛼" и 

размером рассеивающей частицы 4 мкм. 
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Рис. 18. Зависимость ошибки 𝜀 в вычислении x- поляризации падающего 

электрического поля для ASD и дэвисова бесселева пучка CS типа 2-го порядка при 

различных значениях конического угла 𝛼! и размере частицы 4 мкм. 

Из графика очевидно, что несмотря на различную постоянную величину 

ошибки, все кривые перестают зависеть от числа слагаемых после 

некоторого значения. Можно заметить, что чем более сфокусирован пучок, 

тем больше нужно взять членов в разложении для того, чтобы кривые 

вышли на некоторую планку. Для слабо сфокусированного пучка можно 

взять 𝑁 = 14, а для сильно сфокусированного 𝑁 = 24. Тогда средние 

ошибки после 𝑁 = 24 — 𝜀G@^= = 1 60⁄ ∑ 𝜀4s"
4\1"  для пучков с 𝛼" = 5, 45, 85° 

составляют 2.5 × 10/(2, 2.8 × 10/(t и 0 соответственно.  

Тем не менее, результат может поменяться при вычислении поля на 

больших расстояниях от оси бесселева пучка. На Рис. 18 показана 𝜀 в 

логарифмическом масштабе в зависимости от числа плоских волн	 𝑁 в 

разложении ASD пучка с различными коническими углами 𝛼" и размером 

рассеивающей частицы 40 мкм. 
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Рис. 19. Зависимость ошибки 𝜀 в вычислении x- поляризации падающего 

электрического поля для ASD и дэвисова бесселева пучка CS типа 2-го порядка при 

различных значениях конического угла 𝛼! и размере частицы 40 мкм. 

Из графика очевидно, что несмотря на различную постоянную величину 

ошибки, все кривые перестают зависеть от числа слагаемых после 

некоторого значения. Аналогично прошлому графику можно увидеть 

зависимость оптимально числа плоских волн от конического угла. Для 

слабо сфокусированного пучка можно взять 𝑁 = 20, а для сильно 

сфокусированного 𝑁 = 52. Тогда средние ошибки после 𝑁 = 52 — 𝜀G@^= =

1 28⁄ ∑ 𝜀4s"
4\u1  для пучков с 𝛼" = 5, 45, 85° составляют 2.4 × 10/(2, 9.3 ×

10/(v и 6.4 × 10/(v соответственно. 

Теперь, когда имеется реализация рассеяния обобщенного бесселева 

пучка, важно проверить, что совпадают падающие поля всех типов с 

дэвисовыми бесселевыми пучками, реализованными ранее в виде 

отдельных командных строк. В Табл. 4 приводятся ошибки 𝜀 для 

тестирования каждого типа при 𝑛 = 2 и двух значениях конического угла 
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𝛼" = 10° и 𝛼" = 80° для частицы 2 мкм. Аналогично проверим 

правильность вычислений полей для больших частиц в Табл. 5. 

Табл. 4. Относительные ошибки 𝜀 в вычислении падающего поля ASD пучков в 

сравнении с полем дэвисовых пучков для слабо и сильно сфокусированного поля (𝛼! =

10° и 𝛼! = 80°) и 𝑛 = 2 для 𝑁 = 24 и размером рассеивающей частицы 2 мкм. 

Тип 
𝜺 

𝜶𝟎 = 𝟏𝟎° 𝜶𝟎 = 𝟖𝟎° 

LE 2.6 × 10347 4.1 × 10349 

LM 0 0 

CS 2.4 × 10347 0 

CSʹ 0 0 

TEL 3.2 × 10349 2.5 × 10349 

TML 0 0 

Табл. 5. Относительные ошибки 𝜀 в вычислении падающего поля ASD пучков в 

сравнении с полем дэвисовых пучков для слабо и сильно сфокусированного поля (𝛼! =

10° и 𝛼! = 80°) и 𝑛 = 2 для 𝑁 = 52 и размером рассеивающей частицы 40 мкм. 

Тип 
𝜺 

𝜶𝟎 = 𝟏𝟎° 𝜶𝟎 = 𝟖𝟎° 

LE 7.1 × 10347 3.8 × 1034: 

LM 1.3 × 10347 2.2 × 1034) 

CS 8.2 × 10347 3.5 × 1034: 

CSʹ 2.1 × 1034) 5 × 1034: 

TEL 8.6 × 1034: 3.7 × 1034: 

TML 1.1 × 1034) 2.5 × 1034: 

 

Данные из таблиц позволяют сделать вывод о том, что для вычисления 

поля различных бесселевых пучков даже с большими аргументами 

достаточно взять 𝑁 = 52 членов в разложении на плоские волны. 

Определив эффективное число членов в угловом спектральном 

разложении, обсудим дальнейшую оптимизацию кода. В общем случае 
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наклонного падения бесселева пучка для задания падающего поля на 

частицу нужно вычислить волновые вектора и поля всех падающих плоских 

волн из разложения в Ур. (130), для каждой волны вычислить 

коэффициенты Френеля, которые зависят от нормальной компоненты 

волнового вектора и показателя преломления среды, вычислить 

результирующее поле с учетом отраженной или преломленной волны. А 

учитывая зависимость суммируемого в Ур. (130) от координаты, 

необходимо также повторить все эти вычисления в каждой точке диполя. 

Однако, можно выделить отдельные случаи, в которых можно упростить 

вычисление поля.  

Самым простым случаем является нормальное падение бесселева 

пучка на плоскую подложку. Как известно из Ур. (36), для вычисления 

коэффициентов Френеля нам достаточно знать только углы между 

нормалью и волновыми векторами падающей, отраженной и преломленной 

плоских волн. В случае нормального падения бесселева пучка все плоские 

волны из разложения падают под одним углом к нормали границы раздела 

сред, поэтому вычисление поля в этом случае можно сильно упростить, 

вынося вычисление волновых векторов плоских волн и коэффициентов 

Френеля за цикл суммирования по плоским волнам в каждой точке диполя. 

В случае наклонного падения каждая плоская волна падает под разным 

углом с нормалью границы раздела сред, и поэтому для каждой волны будут 

разные коэффициенты Френеля. Однако и в этом случае можно 

оптимизировать код, вычислив массив коэффициентов Френеля для каждой 

плоской волны до вычисления цикла по всем точкам диполей. Это сделано 

для эффективного вычисления рассеяния бесселевых пучков вблизи 

многослойной подложки (пока имеется только тестовая версия), когда 

время вычисления коэффициентов Френеля может быть довольно большим. 

Падающее под углом 45° поле бесселева пучка, вычисляемого в 

ADDA, вблизи подложки показано на Рис. 20. Падающее поле можно 
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визуализировать путем вычисления поля на прямоугольной частице, в 

данном случае с размерами 40 × 0.4 × 20 мкм и решеткой диполей 

100 × 1 × 50 по осям xyz. Однако полная картина падающего, отраженного 

и преломленного поля сверху и снизу границы раздела сред может быть 

получена только путем двух запусков ADDA, так как поле вычисляется 

только в одной среде. 

 
Рис. 20. Интенсивность CS бесселева пучка 0-го порядка с 𝛼! = 30° вблизи границы 

раздела двух сред с показателями преломления а) и б) —  𝑛4 = 1, 𝑛) = 1.2; и в) и г) — 

𝑛4 = 1.2, 𝑛) = 1. Верхняя пара графиков показывает падающее и отраженное поле, а 

нижняя пара — преломленное поле. Дифракционный параметр частицы 𝐷' 𝜆⁄ = 20. 

Также можно продемонстрировать случай полного внутреннего 

отражения при отражении бесселева пучка на границе раздела сред с 𝑛( =

1.97	и	𝑛1 = 1 на Рис. 21. Похожие результаты приводились в статье [32]. 
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Рис. 21. Интенсивность CS бесселева пучка 0 порядка с 𝛼! = 30° вблизи границы 

раздела двух сред с показателями преломления а) и б) —  𝑛4 = 1, 𝑛) = 1.97; и в) и г) — 

𝑛4 = 1.97, 𝑛) = 1. Верхняя пара графиков показывает падающее и отраженное поле, а 

нижняя пара — преломленное поле. 𝐷' 𝜆⁄ = 40. 

2.3.3. Тестирование моделирования рассеяния 

Для оценки ошибки вычисления индикатрис рассеяния в ADDA и 

сравнении с эталонными значениями можно использовать 

среднеквадратичное отклонение, определенное следующим образом [26]: 

RMSE =
1

max|𝐼6@r(𝜃;)|
Î 1
𝑁"
o(|𝐼(𝜃;) − 𝐼6@r(𝜃;)|)1
q%

;\(

, (132) 

где 𝐼 и 𝐼6@r — тестируемая и эталонная интенсивности рассеяния, 𝑁" = 361 

— число углов рассеяния. Так как в литературе не встречалось каких-либо 

результатов для рассеяния бесселевых пучков частицами, находящимися 

вблизи подложки, можно только сравнивать индикатрисы в различных 

предельных случаях, описанных ниже. 

Ввиду того, что в ADDA уже реализовано и протестировано рассеяние 

плоской волны частицами вблизи плоской подложки, важно убедиться, что 

и результаты для ASD бесселевых пучков должны равномерно сходиться к 

результатам для плоской волны в пределе плоской волны. Покажем на 

Рис. 22 сходимость индикатрис рассеяния бесселевых пучков к плоской 
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волне при рассеянии шаром, находящимся на плоской подложке. 

Среднеквадратичное отклонение RMSE индикатрис плоской волны и CS 

бесселева пучка в пределе плоской волны равно 0. 

 
Рис. 22. Сходимость индикатрис рассеяния а) параллельной и б) перпендикулярной СS 

бесселева пучка к плоской волне на шаре вблизи плоской подложки. 

Также важно показать, что в случае, когда показатель преломления 

подложки равен показателю преломления среды, очевидно, что рассеяние 

ASD пучка также должно совпадать c рассеянием бесселева пучка в пустом 

пространстве. В этом случае можно сравнивать с ранее реализованными в 

ADDA бесселевыми пучками в пустом пространстве [39]. На Рис. 23 

показана сходимость индикатрис рассеяния для ASD бесселева пучка, 

рассеиваемого шаром на плоской подложке, к дэвисовому пучку в пустом 

пространстве при уменьшении показателя преломления подложки к 

показателю преломления среды (𝑚wn+7 = 1). Параметры обоих пучков 

одинаковые: CS тип, 𝑛 = 2, 𝛼" = 35°.  
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Рис. 23. Сходимость индикатрис рассеяния а) параллельной и б) перпендикулярной СS 

бесселева пучка к дэвисовому бесселеву пучку (обозначен Davis BB для краткости) в 

пустом пространстве, рассеивающегося на шаре вблизи плоской подложки. 

На последнем графике четко виден разрыв в обеих индикатрисах на 90º 

(неравномерная сходимость по 𝑚+xy вблизи этого угла), который 

объясняется выполнением граничных условий при наличии подложки. Для 

индикатрис рассеяния ASD и дэвисова пучка частицей в пустом 

пространстве (𝑚+xy = 𝑚wn+7 = 1) среднеквадратичное отклонение RMSE 

составляет 3.5 × 10/(" и 2.1 × 10/(" в параллельной и перпендикулярных 

плоскостях соответственно. 

2.3.4. Результаты моделирования 

Текущая реализация кода [56] позволяет вычислять рассеяние всех 

типов бесселевых пучков произвольными частицами, находящимися 

вблизи плоской подложки. Последняя версия опубликована в отдельной 

ветке GitHub со свободным доступом. Здесь же только продемонстрируем 

результаты некоторых возможных моделирований.  

Покажем, как различные типы бесселевых пучков рассеиваются кубом 

на плоской подложке. Геометрия частицы на подложке изображена и 

направление нормального падения пучка на Рис. 24. 
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Рис. 24. Геометрия нормального падения пучка на куб, находящийся на плоской 

подложке. 

На Рис. 25 и Рис. 26 для случая нормального и наклонного падения на 

подложку. В обоих случаях пучки падают «сверху», т.е. из среды, в которой 

находится частица. 

 
Рис. 25. Индикатрисы рассеяния различных типов бесселевых пучков с 𝑛 = 2 и 𝛼! =

30°, падающих сверху по нормали к границе раздела сред на куб с 𝑚 = 1.5, лежащий 

на подложке с показателем преломления 	𝑚;<= = 1.3. Сторона куба 𝑎 = 1.5	𝜆. 
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Рис. 26. Индикатрисы рассеяния различных типов бесселевых пучков с 𝑛 = 2 и 𝛼! =

30°, падающих сверху под углом 45° к нормали границы раздела сред в плоскости xz 

на куб с 𝑚 = 1.5, лежащий на подложке с показателем преломления 	𝑚;<= = 1.3. 

Сторона куба 𝑎 = 1.5	𝜆. 

Сравнение Рис. 25 и Рис. 26 показывает, как наклонное падение 

нарушает симметрию, наблюдающуюся при нормальном падении. 

Несмотря на то, что в обоих случаях время вычисления падающего поля на 

всех 8000 диполях значительно больше времени одной итерации (0.12 и 

0.0036 с), падающее поле вычисляется только 1 раз, и такой результат 

является приемлемым (общее время такого моделирования составляет 

0.93 с). И хотя текущая версия кода показывает хорошие результаты, код 

все еще можно оптимизировать и сократить время вычисления падающего 

поля.   



 65 

2.4. Выводы 

Разработанный код в программном пакете ADDA позволяет 

моделировать рассеяние различных типов векторных бесселевых пучков 

частицами, находящимися вблизи плоской подложки. ПО ADDA является 

реализацией метода дискретных диполей, который основывается на 

объемной дискретизации частиц. В коде реализована опция задания 

обобщенного бесселева пучка, определяемого четырьмя комплексными 

параметрами, описание которых приводится в этой работе. Электрическое 

поле в коде задается через суперпозицию плоских волн (метод углового 

спектрального разложения), что позволило эффективно реализовать 

рассеяние по аналогии с уже имеющейся в коде ADDA реализации 

рассеяния плоских волн частицами, находящимися вблизи плоской 

подложки.  

Текущая версия кода позволяет вычислять рассеяние бесселевых 

пучков как в случае нормального падения на подложку, так и при падении 

под углом при условии, что все плоские волны в разложении приходят из 

одной и той же среды. И хотя в литературе не встречалось результатов 

рассеяния бесселевых пучков частицами вблизи подложки, код был 

протестирован во всех возможных предельных случаях: в пределе плоской 

волны сравнивалось с имеющейся реализацией для плоских волн в ADDA; 

в пределе «оптически мягкой» подложки, когда показатель преломления 

подложки совпадает с показателем преломления среды, в которой 

находится частица, что сравнивалось с предыдущей реализацией всех типов 

«аналитических» или дэвисовых бесселевых пучков в пустом пространстве. 

Тем не менее, хотя разработанный код показывает хорошие результаты 

как по точности, так и по времени вычисления для несильно поглощающих 

частиц с размерами, сопоставимых с длиной волны, код нуждается в более 

подробном анализе и оптимизации для более специфичных случаев его 

применений. Помимо всего прочего, имеется потенциал для оптимизации 
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времени вычисления падающего поля путем уменьшения числа вычисления 

комплексных экспонент для плоских волн в каждом диполе, учитывая 

регулярность решетки диполей.  
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3. Заключение 

С использованием метода дискретных диполей и его реализации в 

программном пакете ADDA, а также метода углового спектрального 

разложения, был реализован код, позволяющий вычислять рассеяние 

обобщенного векторного бесселева пучка произвольными частицами, 

находящимися вблизи плоской подложки. Так, обобщенный бесселев пучок 

был представлен в виде суперпозиции плоских волн, отражение и 

преломление каждой из которых вычисляется в коде с использованием 

формул Френеля. Текущая версия кода показывает хорошие результаты как 

по точности, так и по времени моделирования для наиболее 

распространенных конфигураций и рассеивающих частиц. 

Дальнейшее развитие кода позволит вычисление оптических сил для 

манипуляции частицами вблизи подложки векторными бесселевыми 

пучками. Также имеющаяся реализация может служить основой для 

моделирования взаимодействия бесселевых пучков со сложными 

многослойными структурами и мета-поверхностями. 
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